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Σο πρόβλθμα ενόσ ςυμμετρικοφ ςϊματοσ εκ περιςτροφισ που κυλίεται ελεφκερα ςε επίπεδθ 
επιφάνεια είχε αρχικά διατυπωκεί από τον Routh (1868). Ζκτοτε ζνασ ςθμαντικόσ αρικμόσ εργαςιϊν ζχουν 
αφιερωκεί ςτο εν λόγω κζμα, με τισ περιςςότερεσ να εςτιάηονται ςτθν ειδικι περίπτωςθ τθσ κίνθςθσ του 
κυκλικοφ δίςκου πάνω ςε ανοικτό δρόμο. Η ανάλυςθ αυτισ τθσ κίνθςθσ ζχει παρουςιαςτεί ςε πολλά 
βιβλία τθσ Δυναμικισ *(Routh, 1905), (Webster, 1925), (Appell, 1931), MacMillan, 19360] ςυνιςτϊντασ ζνα 
τυπικό παράδειγμα μθ ολόνομθσ κίνθςθσ. Με αφετθρία τθν εργαςία του Appell (1900) (βλ. Επίςθσ 
(Korteweg, 1900)) και του Gallop (1904), όπου το πρόβλθμα τθσ κίνθςθσ του κυκλικοφ δίςκου επιλφεται 
αναλυτικά με τθ χριςθ υπεργεωμετρικϊν ςυναρτιςεων  Gauss και πολυϊνυμα Legendre, μεταβαίνουμε 
ςτο ςφνολο των εργαςιϊν τθσ πρόςφατθσ δεκαετίασ. Οι εργαςίεσ των O’ Reilly (1996), Kuleshov (2001), 
Paris & Zhang (2002), Kessler & O’Reilly (2002), Borisov et al. (2003), Le Saux (2005) μασ παρζχουν μία 
ολοκλθρωμζνθ προςζγγιςθ τθσ δυναμικισ ςυμπεριφοράσ του κυκλικοφ δίςκου. Οι ανωτζρω εργαςίεσ 
επεκτείνονται και ςτθν περίπτωςθ κυλινδρικϊν ςωμάτων με τισ εργαςίεσ των Koh & Mustafa (1990) και 
Batista (2006)a, (2006)b, (2008), ςτισ οποίεσ εξάγονται και ολοκλθρϊνονται αρικμθτικά οι εξιςϊςεισ τθσ 
κίνθςθσ του κυλινδρικοφ ςϊματοσ. 
Μζροσ τθσ εργαςίασ επικεντρϊκθκε ςτθ μελζτθ τθσ κίνθςθσ του κόλουρου κϊνου ςε οριηόντιο 
επίπεδο. Σο οριηόντιο αυτό επίπεδο κεωρικθκε απολφτωσ τραχφ χωρίσ να  κζςουμε περιοριςμοφσ ςτθν 
τροχιά του ςθμείου επαφισ, όπωσ ςτισ ακόλουκεσ φάςεισ τθσ παροφςασ ερευνθτικισ προςπάκειασ. Η 
περιγραφι τθσ κίνθςθσ βαςίςτθκε ςτο φορμαλιςμό Lagrange και οι εξιςϊςεισ τθσ κίνθςθσ που προζκυψαν 
δφνανται να περιγράψουν τόςο το λικνιςμό (wobbling) όςο και τον κλυδωνιςμό του ςϊματοσ (rocking). Σα 
δφο αυτά ςυςτατικά τθσ κίνθςθσ ςχολιάηονται εκτενϊσ ςτισ ακόλουκεσ παραγράφουσ, ενϊ θ ανάλυςθ 
ευςτάκειασ τθσ κίνθςθσ του κλυδωνιςμοφ αποκαλφπτει ότι αυτι είναι αςτακισ, επιβεβαιϊνοντασ, κατά 
αυτόν τον τρόπο, τον αμιγϊσ τριςδιάςτατο χαρακτιρα του προβλιματοσ. Η αναλυτικι επίλυςθ του 
προβλιματοσ κατζςτθ δυνατι για μικρζσ γωνίεσ κλόνιςθσ , παρζχοντασ χριςιμεσ προςεγγιςτικζσ 












1.1 Εξιςώςεισ κινιςεωσ 
 
Η διατφπωςθ του προβλιματοσ βαςίηεται ςτισ ακόλουκεσ παραδοχζσ: 
i. Σο ςϊμα είναι ζνασ ομογενισ, απολφτωσ ςτερεόσ κόλουροσ κϊνοσ (Εικόνα I-1) 
ii. Η επαφι με το οριηόντιο επίπεδο είναι ςθμειακι. 
iii. ΢ε κάκε χρονικι ςτιγμι το ςϊμα βρίςκεται ςε επαφι με το οριηόντιο επίπεδο. 
Η κζςθ του ςϊματοσ ςτο αδρανειακό ςφςτθμα αναφοράσ Ο(ΧΥΖ) κακορίηεται από τισ ςυντεταγμζνεσ του 
ςθμείου επαφισ Ρ( , ), και τθν τριάδα των γωνιϊν  Euler angles (φ, θ, ψ), όπου φ είναι θ γωνία 
μετάπτωςθσ, θ θ γωνία κλόνιςθσ (κλίςθσ) και ψ θ γωνία περιςτροφισ περί τον η-άξονα (Εικόνα Ι-2). Για θ = 
0 θ κάτω ζδρα του ςϊματοσ βρίςκεται ςε επαφι με το οριηόντιο επίπεδο, ενϊ για θ =   το ςϊμα ζχει 











Εικόνα Ι-2. ΢υςτιματα ςυντεταγμζνων και γωνίεσ Euler. Ο(Χ,Υ,Ζ) είναι το αδρανειακό ςφςτθμα αναφοράσ, 
Ρ( , ), το ςθμείο επαφισ με το οριηόντιο επίπεδο, θ θ γωνία κλόνιςθσ, φ θ γωνία μετάπτωςθσ και ψ θ 
γωνία περιςτροφισ περί τον άξονα ζ. 
 
Εάν το ςϊμα κυλίεται χωρίσ ολίςκθςθ, τότε θ ταχφτθτα του ςθμείου επαφισ Ρ( , ) είναι: 
RV   
όπου R είναι θ ακτίνα τθσ κάτω ζδρασ του ςϊματοσ (ςπονδφλου). Εφαρμόηοντασ το ολοκλθρωτικό 
κριτιριο Frobenius, αποδεικνφεται εφκολα ότι ο ςυνδυαςμόσ (Ι.1) είναι μθ ολόνομοσ. 
Οι ςυνιςτϊςεσ τθσ γωνιακισ ταχφτθτασ του ςϊματοσ εκπεφραςμζνεσ ςτο ςφςτθμα  C (ξ η ζ) είναι: 
        
              
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                                                                                                        (Ι.3)                                                                             
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Προφανϊσ οι γωνιακζσ ταχφτθτεσ z και   και ω ταυτίηονται, κακϊσ z = ζ. Οι ςυντεταγμζνεσ του 
κζντρου μάηασ του ςϊματοσ ςτο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων Ο(Χ,Υ,Ζ) εκφράηονται ςυναρτιςει του ςθμείου 




















































r και R είναι αντίςτοιχα οι ακτίνεσ τθσ άνω και κάτω ζδρασ του κόλουρου κϊνου και h το φψοσ του (Εικόνα 
Ι-1). 
Η ταχφτθτα VC του κζντρου μάηασ του κϊνου δίνεται ωσ εξισ: 
   
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Ο τανυςτισ αδρανείασ PI  εκφράηει τισ ροπζσ αδρανείασ του ςϊματοσ ωσ προσ το ςθμείο επαφισ Ρ. Για 
κυλινδρικά ςϊματα ιςχφει   =  =  =  = 1. 
Ειςάγοντασ τισ γενικευμζνεσ ςυντεταγμζνεσ  = ,  = κ,  = ψ, =  και  =  θ γενικι μορφι των 
εξιςϊςεων Lagrange για μθ ολόνομα ςυςτιματα είναι: 

































                                                                           (Ι.7) 
 
Με i  ςυμβολίηουμε τουσ πολλαπλαςιαςτζσ Lagrange, ενϊ: 
 
                                                                                                                        1  0  0  0 cosR     











         0  1  0  0 sinR         . 
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                                   (Ι.8) 




I kk   
g
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E ˆ  
 
όπου g είναι θ επιτάχυνςθ τθσ βαρφτθτασ και Ε θ ςυνολικι ενζργεια του ςυςτιματοσ. 
Βάςει τθσ εξίςωςθσ (Ι.7), οι εξιςϊςεισ τθσ κίνθςθσ μποροφν να γραφτοφν ςε μθτρωικι μορφι: 
Α ∙ U = B                  (I.9) 
όπου U: 





        































































































Β=     
   












































































Η ορίηουςα του πίνακα Α γράφεται: 
    































                        (Ι.10) 
για κ > 0. 
Για κ > 0, det (A) = 0 και το ςφςτθμα των Εξ. (Ι.9) είναι ιδιόμορφο. ΢το όριο κ  , ο ςπόνδυλοσ 
προςκροφει ςτο οριηόντιο επίπεδο. Η μελζτθ αυτισ τθσ κροφςθσ δεν είναι τετριμμζνθ, υπό τθν ζννοια ότι 
πραγματοποιείται μεταξφ δφο κινοφμενων επιφανειϊν ςτον τριςδιάςτατο χϊρο και περιλαμβάνει, πζραν 
από τθν ανάπτυξθ κρουςτικϊν δυνάμεων και τθν ανάπτυξθ ροπϊν ςτρεπτικϊν ι μθ. Η παραδοχι που 
ςυνικωσ γίνεται για το ςθμείο επαφισ κατά τθν κροφςθ *(O’Reilly, 1996), ((Batista, 2006), (Batista, 2008)} 
ςε ςυνδυαςμό με τθν αρχι διατιρθςθσ τθσ ςτροφορμισ, επιτρζπει τθν περιγραφι τθσ κίνθςθσ του 
ςυςτιματοσ αμζςωσ μετά τθν κροφςθ και τον υπολογιςμό του ςυντελεςτοφ αποκαταςτάςεωσ. Εντοφτοισ, 
θ ανωτζρω παραδοχι-υπόκεςθ δεν είναι προφανισ λόγω τθσ περιςτροφισ του ςϊματοσ κατά τθν κροφςθ, 
θ οποία επθρεάηει άρδθν τθ δυναμικι.  
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Οι εξιςϊςεισ (Ι.9) που αφοροφν ςτθν κίνθςθ του ςϊματοσ είναι λίαν μθ γραμμικζσ και για   0 
λαμβάνουν τθν πλιρθ μορφι: 
    
    



























   

















































































































































        
Παρατθροφμε ότι οι όροι cot κ και csc κ που εμπεριζχουν οι Εξ. (Ι.11) τισ κακιςτοφν ιδιόμορφεσ ωσ προσ 
τισ γωνιακζσ επιταχφνςεισ  και , θ οποία ιδιομορφία μεταφζρεται τελικά ςτθ γωνιακι επιτάχυνςθ . 
Ο πλαςματικόσ απειριςμόσ των γωνιακϊν ταχυτιτων που προκφπτει ςτο παρόν μοντζλο για κ   
αμφιςβθτεί τθν αρχικι υπόκεςθ περί μθ ολίςκθςθσ του ςθμείου επαφισ, αφοφ πολλζσ υψθλζσ γωνιακζσ 
ταχφτθτεσ οδθγοφν ςε ιςχυρζσ εφαπτομενικζσ αντιδράςεισ ςτο ςθμείο επαφισ, οι οποίεσ αντιδράςεισ 
δφνανται να παραβιάςουν πρακτικά το ςφνδεςμο τθσ κφλιςθσ. ΢τθν Εικόνα Ι-3 παρουςιάηουμε α) τθ γωνία 
κλόνιςθσ κ και β) τον ενεργό ςυντελεςτι τριβισ ςυναρτιςει του χρόνου. Με τον όρο ενεργό ςυντελεςτι 
τριβισ εκφράηουμε το λόγο του μζτρου των εφαπτομενικϊν δυνάμεων (αντιδράςεων) προσ τθν κάκετθ 
ςτο επίπεδο (κατακόρυφθ) δφναμθ επαφισ. Από αυτό το διάγραμμα ςυμπεραίνουμε ότι ςτθν 
πραγματικότθτα το ςθμείο επαφισ του ςϊματοσ ολιςκαίνει για πολφ μικρά χρονικά διαςτιματα, με 
αποτζλεςμα τθν απϊλεια ενζργειασ απο το ςφςτθμα και τθ ςταδιακι ακινθτοποιιςθ του. Αυτι θ ενζργεια 
που χάνεται ςε αυτά τα μικρισ διάρκειασ χρονικά διαςτιματα οδθγεί ςε ζνα υψίςυχνο stick&slip 
μθχανιςμό1 που εξαρτάται από το νόμο τριβισ του ςϊματοσ με το οριηόντιο επίπεδο (Rice & Tse, 1986). 
 
                                                          
1
 ΢το παράδειγμα του «λικνιςμοφ» ενόσ νομίςματοσ ςε ζνα τραπζηι, αυτόσ ο μθχανιςμόσ γίνεται αντιλθπτόσ μζςω 




Εικόνα Ι-3. Ενεργόσ ςυντελεςτισ τριβισ μονολικικοφ κίονα (Εικόνα Ι-4). ΢τθν πραγματικότθτα θ ενζργεια 
αποςβαίνεται ςτα μικρά χρονικά διαςτιματα τθσ αφξθςθσ του ενεργοφ ςυντελεςτι τριβισ, πράγμα το 
οποίο κα οδθγιςει ςταδιακά το ςφςτθμα ςε ακινθςία. 
΢το αυτόνομο ςφςτθμα που περιγράφουμε το ολοκλιρωμα Jacobi υπάρχει και εκφράηει κατ’ουςίαν τθ 
διατιρθςθ τθσ ενζργειασ του ςυςτιματοσ (Rosenberg, 1977): 
































































                        (Ι.12) 
1.2 Σριςδιάςτατοσ χαρακτιρασ τθσ κίνθςθσ 
Οι αρχικζσ ςυνκικεσ κακορίηουν τθν τροχιά του κόλουρου κϊνου ςτο οριηόντιο επίπεδο. Ανάλογα, λοιπόν, 
με τισ αρχικζσ ςυνκικεσ, θ τροχιά αυτι μπορεί να είναι κυκλικι, ευκεία ι ακόμθ και ζνα ςθμείο (ακινθςία 
ςθμείου επαφισ). ΢τθν τελευταία περίπτωςθ, δθλαδι ςτθν περίπτωςθ που το ςθμείο επαφισ ακινθτεί (  
=  = 0), θ κίνθςθ εκφυλίηεται ςε μία διςδιάςτατθ κίνθςθ ςτο κατακόρυφο επίπεδο, θ οποία 
περιγράφεται από τθν ακόλουκθ εξίςωςθ: 








                                                                                                                     (Ι.13)                                                                          
Ο κλυδωνιςμόσ (rocking) περιγράφεται από τθν Εξ. (Ι.13) με τθν επιπλζον παραδοχι που κζλει, όταν το 
ςϊμα επανζρχεται ςτθν κατακόρυφθ κζςθ του (κ = 0), να προςκροφει ςτο οριηόντιο επίπεδο, το ςθμείο 
επαφισ να αλλάηει και να παίρνει κζςθ αντιδιαμετρικά τθσ κάτω ζδρασ του ςϊματοσ και θ κίνθςθ να 
ςυνεχίηει με το νζο ςθμείο επαφισ. Βάςει των ανωτζρων, ο κλυδωνιςμόσ μπορεί να παρουςιαςτεί ωσ 
ειδικι περίπτωςθ τθσ γενικότερθσ τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ που μελετάται ςτο παρόν κείμενο Εξ. (Ι.13), ςτο 
χρονικό διάςτθμα μεταξφ δφο πλιρων επαφϊν με το οριηόντιο επίπεδο. Αυτι θ κεϊρθςθ κακιςτά χριςιμθ 
τθν ανάλυςθ ευςτάκειασ του κλυδωνιςμοφ. 
Ειςάγοντασ ςτο ςφςτθμα τισ ακόλουκεσ διαταραχζσ: 
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  ~0  ,       
~
 ,    ~0                                                                  (Ι.14) 
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                                                                                                           (Ι.16) 











































z      (Ι.17) 
    
΢υνεπϊσ, το ςφςτθμα ζχει δφο διαφορετικζσ πραγματικζσ ιδιοτιμζσ, θ μία εκ των οποίων είναι κετικι, 
πράγμα που ςθμαίνει ότι μεταξφ δφο πλιρων επαφϊν του ςϊματοσ με το οριηόντιο επίπεδο 
(κλυδωνιςμόσ), οποιαδιποτε μικρι, εκτόσ επιπζδου διαταραχι τθσ κίνθςθσ αυξάνει εκκετικά με το χρόνο. 
Αυτό ςθμαίνει ότι ο κλυδωνιςμόσ είναι μία αςτακισ κίνθςθ ανεξαρτιτωσ των διαςτάςεων του ςϊματοσ, 
hˆ , και τθσ κωνικότθτάσ του, β. Κατ’επζκταςθ, ο τριςδιάςτατοσ χαρακτιρασ τθσ κίνθςθσ επικρατεί. 
Άλλωςτε, αυτό το αποτζλεςμα αναμενόταν, αφοφ θ όλθ κίνθςθ του ςϊματοσ μπορεί να παρομοιαςτεί με 
τθν κίνθςθ ενόσ ανάςτροφου εκκρεμοφσ. Όπωσ είναι γνωςτό, θ κίνθςθ του ανάςτροφου εκκρεμοφσ είναι 
ιδιαίτερα ευαίςκθτθ ςε εκτόσ επιπζδου διαταραχζσ. Ζνα αρικμθτικό παράδειγμα επιβεβαιϊνει τα 
ανωτζρω αποτελζςματα από τθν ανάλυςθ ευςτάκειασ. Για το ςκοπό αυτό, κεωροφμε το μονολικικό κίονα 
ςτθν Εικόνα Ι-4. Ο κίονασ είναι κολουρωνικόσ με h = 4m, r = 0.4m, R = 0.5m, β = 0.8, και h = 8. Οι εξιςϊςεισ 
τθσ κίνθςθσ ολοκλθρϊνονται αρικμθτικά για τισ ακόλουκεσ τρεισ περιπτϊςεισ αρχικϊν ςυνκθκϊν: 
 ΙC1:  = 0,     = ,    = 0,    = 0,    = 0,    = 0 
 IC2:  = 0,     = ,     = 0,    = 0.01,  = 0,     = 0 
 IC3:  = 0,     = ,    = 0,     = 0.1,    = 0,    = 0 
 
Η αρχικι ςυνκικθ ΙC1 παραπζμπει ςτον κλυδονιςμό. Παρατθροφμε ότι ακόμθ και για μικρζσ αρχικζσ τιμζσ 
 (IC2 και IC3) το ςθμείο επαφισ κινείται εκτόσ του κατακόρυφου επιπζδου που εξελίςςεται θ 
διςδιάςτατθ κίνθςθ του κλυδωνιςμοφ, όπου ιςχφει Xˆ (t) = 0 (IC1). 
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Εικόνα Ι-4. Παράδειγμα μονολικικοφ κίονα. 
 
Εικόνα Ι-5. ΢υντεταγμζνθ, Xˆ  , του ςθμείου επαφισ για τισ αρχικζσ ςυνκικεσ IC1, IC2 και IC3. ΢τον 
κλυδωνιςμό (IC1), θ ςυντεταγμζνθ  του ςθμείου επαφισ του μονολικικοφ κίονα παραμζνει ςτακερι 
(μθδζν), πράγμα που δεν ςυμβαίνει για τισ αρχικζσ ςυνκικεσ IC2 και IC3. Αυτό ςθμαίνει ότι θ κίνθςθ του 
ςθμείου επαφισ εξελίςςεται εκτόσ του κατακόρυφου επιπζδου που κα λάμβανε χϊρα θ διςδιάςτατθ 
κίνθςθ του κλυδωνιςμοφ. 
 
Ι-3. Λικνιςμόσ 
Η γραφικι αναπαράςταςθ τθσ ανωτζρω τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ αποκαλφπτει ζνα ενδιαφζρον είδοσ 
κίνθςθσ που ςυντελείται για μικρζσ γωνίεσ κλόνιςθσ. ΢ε αυτι τθν παράγραφο διακρίνουμε αυτι τθν 
ιδιαίτερθ τριςδιάςτατθ κίνθςθ του ςϊματοσ, το οποίο φαίνεται να «λικνίηεται» υπό μικρζσ γωνίεσ 0 < κ << 
 13 
1 και τθν αποκαλοφμε «λικνιςμό». Ζνα επιπρόςκετο παράδειγμα αυτισ τθσ κίνθςθσ είναι ο λικνιςμόσ ενόσ 
νομίςματοσ ςε ζνα τραπζηι. Η ουςιαςτικι διαφορά του λικνιςμοφ  από τον κλυδωνιςμό είναι ότι ςτο 
λικνιςμό ο πόλοσ περιςτροφισ του ςϊματοσ δεν διατθρείται ςτακερόσ ςτο χρόνο και ότι θ περιγραφι τθσ 
κίνθςθσ απαιτεί τρεισ γωνίεσ, δθλαδι μία τριάδα Euler. Τπό τθν παραδοχι μικρϊν γωνιϊν, κ << 1, οι 
εξιςϊςεισ τθσ κίνθςθσ (Ι.11) γραμμικοποιοφνται ωσ εξισ:  
      
        
































΢θμειϊνουμε ότι θ γραμμικοποίθςθ περιλαμβάνει τουσ όρουσ πρϊτθσ τάξεωσ ςτθ δεφτερθ εξίςωςθ των 
εξιςϊςεων (Ι.18), κακϊσ, ςε αντίκετθ περίπτωςθ, το ςθμείο ιςορροπίασ χάνεται. Σο ςφςτθμα των ςυνικων 
διαφορικϊν εξιςϊςεων (Ι.18) μπορεί να λυκεί αναλυτικά ( Stefanou et al, 2009) ςυνδζοντασ τισ γωνιακζσ 


















































                                                                                 (Ι.19) 
 




























p     και ,  ςτακερζσ που προςδιορίηονται από τισ αρχικζσ 















































































































































































































































                                                                                             (Ι.20) 







                                                                                                                   (Ι.21) 
 Η περαιτζρω προςζγγιςθ τθσ κίνθςθσ του ςϊματοσ για μικρζσ γωνίεσ είναι δυνατι αναπτφςςοντασ τισ 


























  με    22/3 ,  OO      και 0 < ε << 1, λαμβάνουμε 
 
   
 












































                                                 (Ι.22)                                                           
Κυρίαρχοσ όροσ ςτισ εξιςϊςεισ (Ι.22) είναι ο δεφτεροσ όροσ ςτο δεξί μζλοσ. Ο όροσ αυτόσ είναι τθσ  Ο( ), 
ενϊ ο πρϊτοσ όροσ είναι ανεξάρτθτοσ του ε. Οι εξιςϊςεισ (Ι.22) λαμβάνουν τθ μορφι των προςεγγίςεων 
των Srinivasan & Ruina (2008) αγνοϊντασ τουσ ςτακεροφσ όρουσ και κεωρϊντασ ότι οι αρχικζσ ςυνκικεσ 
 και  είναι μικρζσ ποςότθτεσ. Αυτι θ προςζγγιςθ είναι πράγματι ικανοποιθτικι για το ελάχιςτο 
ακρότατο τθσ γωνίασ κλόνιςθσ που λαμβάνει το ςϊμα κατά τθν κίνθςθ του, αλλά αποτυγχάνει να 
αναπαραςτιςει τθ γενικότερθ κίνθςθ του ςϊματοσ. Όπωσ φαίνεται ςτα ακόλουκα διαγράμματα, θ 
αρικμθτικι ολοκλιρωςθ των εξιςϊςεων τθσ κίνθςθσ επαλθκεφει τισ ανωτζρω αςυμπτωματικζσ 
προςεγγίςεισ για ,   0. Οι αρχικζσ ςυνκικεσ ιταν  = 0,  =   0.17, 0  = 0.1, 0   = 0,   = -0.2. 
΢θμειϊνουμε ότι οι τιμζσ τθσ γωνίασ θ βρίςκονται εντόσ των ορίων τθσ παροφςασ προςζγγιςθσ. 
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Εικόνα  Ι-6. Γωνιακι ταχφτθτα  και γωνία θ ςυναρτιςει του χρόνου τ. Η γωνιακι ταχφτθτα  λαμβάνει 
μεγάλεσ τιμζσ για μικρζσ γωνίεσ θ. 
 
Εικόνα Ι-7. Αριςτερά παρουςιάηουμε τθ γωνιακι ταχφτθτα  ςυναρτιςει τθσ γωνίασ κ που προκφπτει από 
α) τθν αρικμθτικι επίλυςθ (ςυνεχισ γραμμι) και β) τθν προςεγγιςτικι λφςθ (διακεκομμζνθ γραμμι). 
Δεξιά παρουςιάηουμε το ςχετικό ςφάλμα τθσ προςζγγιςθσ, το οποίο είναι μικρότερο 6%ο 
 
Εικόνα Ι-8. Αριςτερά παρουςιάηουμε τθ γωνιακι ταχφτθτα ςυναρτιςει τθσ γωνίασ θ που προκφπτει από 
α) τθν αρικμθτικι επίλυςθ (ςυνεχισ γραμμι) και β) τθν προςεγγιςτικι λφςθ (διακεκομμζνθ γραμμι). 
Δεξιά παρουςιάηουμε το ςχετικό ςφάλμα τθσ προςζγγιςθσ, το οποίο είναι μικρότερο από  6%ο  
 
Αμφότερεσ οι γωνιακζσ ταχφτθτεσ ,  εξαρτϊνται απόϋτισ διαςτάςεισ hˆ και τθν κωνικότθτα β του 
ςπονδφλου λόγω τθσ φπαρξθσ του όρου  ςτισ Εξ. (Ι.22). ΢τθν εικόνα Ι-9 παρουςιάηουμε το διάγραμμα 
ιςοχψϊν τθσ ποςότθτασ ps( hˆ , β). Από τισ ιςοχψεισ καμπφλεσ παρατθροφμε ότι ο όροσ , και κατ’ 
επζκταςθ οι γωνιακζσ ταχφτθτεσ και  , αυξάνουν μειωμζνου του hˆ  και αυξανόμενθσ τθσ κωνικότθτασ 
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β για β < 0.5. Για β > 0.5, ο όροσ  πρακτικά δεν επθρεάηεται από τθν κωνικότθτα β. Αυτι θ διαπίςτωςθ 
κα επζτρεπε τθν προςζγγιςθ ενόσ τυπικοφ κωνικοφ ςπονδφλου αρχαίου ναοφ με β  0.8 με ζνα κφλινδρο. 
 
Εικόνα Ι-9. Διάγραμμα ιςοχψϊν τθσ ποςότθτασ ps( hˆ , β) ςυναρτιςει των διαςτάςεων hˆ  και τθσ 
κωνικότθτασ β του κόλουρου κϊνου. 
Οι εξιςϊςεισ (Ι.22) δείχνουν ότι οι γωνιακζσ ταχφτθτεσ και   εξαρτϊνται τετραγωνικά από το λόγο 

 0  
. Παρ’ όλα αυτά όμωσ το άκροιςμά τουσ είναι πρακτικά ςτακερό *βλ. Εξ. (Ι.21)+. ΢υνδυάηοντασ τισ 
εξιςϊςεισ (Ι.2) και (Ι.21), θ περιςτροφι του ςϊματοσ προςεγγίηεται από τθν ακόλουκθ ζκφραςθ:  
  +     +        (Ι.23) 
Από τθν ανωτζρω προςζγγιςθ ςυμπεραίνουμε ότι για μικρζσ  γωνίεσ κλόνιςθσ θ περιςτροφι του ςϊματοσ 
 εξαρτάται από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ, είναι ανεξάρτθτθ των γεωμετρικϊν χαρακτθριςτικϊν του ςϊματοσ 
και είναι πρακτικά ςτακερι ςτο χρόνο. ΢τθν εικόνα Εικόνα Ι.10 παρουςιάηουμε τθ γωνιακι ταχφτθτα 
περιςτροφισ  (τ) για τισ εξισ αρχικζσ ςυνκικεσ:  = 0,  = ,  = 0,  = 0.1,  = 0,  = 0.5. 
 




Ι.4 Πρόςκρουςθ με το οριηόντιο επίπεδο 
΢τθν παράγραφο αυτι εξάγουμε τθ ςυνκικθ κάτω από τθν οποία μπορεί το ςϊμα να ςυγκρουςτεί με το 
οριηόντιο επίπεδο. Όπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί, κατά τθ ςφγκρουςθ του, το ςϊμα με το οριηόντιο επίπεδο, 
αυτό περιςτρζφεται κακιςτϊντασ τθ μελζτθ τθσ κροφςθσ ιδιαίτερα δφςκολθ κακϊσ αυτι περιλαμβάνει, 
πζρα των κεντρικϊν δυνάμεων, ζκκεντρεσ δυνάμεισ και ροπζσ ςυμπεριλαμβανομζνων των ςτρεπτικϊν. 
Οι εξιςϊςεισ (Ι.19) δείχνουν ότι οι γωνιακζσ ταχφτθτεσ και   απειρίηονται κακϊσ κ  . Ειςάγοντασ 

























                                                                                  (Ι.24) 
 Εντοφτοισ, θ ολικι ενζργεια του ςυςτιματοσ είναι πεπεραςμζνθ ποςότθτα και ωσ εκ τοφτου ςτο όριο κ  
, θ ακόλουκθ ςχζςθ πρζπει να ιςχφει:  
 =                                                                                                                                                   (I.25) 












































                                    (Ι.26) 
Παρατθροφμε ότι θ αρχικι γωνία κλόνιςθσ  δεν επθρεάηει ςθμαντικά το κριτιριο για τθν πρόςκρουςθ 
του ςϊματοσ με το οριηόντιο επίπεδο. Βαςει των εξιςϊςεων (Ι.23) και (Ι>26), ςυμπεραίνουμε ότι θ 
ςφγκρουςθ με το οριηόντιο επίπεδο λαμβάνει χϊρα όταν θ περιςτροφι του ςϊματοσ περί τον άξονα η 
αποκτιςει τθν πρακτικά ςτακερι τιμι: 
                                                                                                                                               (I.27) 
΢υνεπάγεται λοιπόν ότι για β > 0.5, θ ανωτζρω αναγκαία ςυνκικθ δεν επθρεάηεται απο τθν κωνικότθτα 
του ςϊματοσ (Εικόνα Ι.-9). Εάν οι αρχικζσ ςυνκικεσ ικανοποιοφν ακριβϊσ τθ ςυνκικθ πρόςκρουςθσ, Εξ. 

















                                                                                                     (Ι.28) 
    Αντίκετα, για αρχικζσ ςυνκικεσ τζτοιεσ ϊςτε το ςϊμα να μθν ανατρζπεται και θ ςυνκικθ πρόςκρουςθσ 
να μθν ικανοποιείται, το ςϊμα ταλαντϊνεται μεταξφ μίασ ελάχιςτθσ, , και μίασ μζγιςτθσ γωνίασ 
κλόνιςθσ,  (Εικόνα Ι-11). Η τιμι τθσ γωνίασ  προςδιορίητται ειςάγοντασ τισ εξιςϊςεισ (Ι.19) ςτθ 
ςυνολικι ενζργεια του ςυςτιματοσ (Ι.12) και λφνοντασ ωσ προσ κ. Οι λφςεισ που προκφπτουν είναι 





Εικόνα Ι-11. Σαλάντωςθ του κόλουρου κϊνου μεταξφ των γωνιϊν  =  =  και ,  = 0. 
1.5 Ποιοτικά ςυμπεράςματα για τθν κίνθςθ ςπονδφλων επί οριηοντίου επιπζδου ςε ελεφκερθ τροχιά. 
΢τισ περιςςότερεσ περιπτϊςεισ οι κλαςικοί ναοί τθσ αρχαιότθτασ ζχουν τθν ικανότθτα να υφίςτανται 
ιδιαίτερα ζντονεσ ςειςμικζσ δράςεισ. Ζνα ιδιαίτερο ςτοιχείο αυτϊν των μνθμείων είναι οι πολυςπόνδυλοι 
κίονεσ. Κάκε κίονασ αποτελείται από τουσ ςπονδφλουσ οι οποίοι απλϊσ εδράηονται ο ζνασ επί του άλλου 
ςε τζλεια εφαρμογι. (Korres et al., 1999). Από μθχανικισ άποψθσ, θ δυναμικι απόκριςθ των κλαςικϊν 
κιόνων είναι λίαν μθ γραμμικι και περιλαμβάνει τον κλυδωνιςμό, τθν  ολίςκθςθ και τον λικνιςμό των 
ςπονδφλων που τουσ ςυνιςτοφν (Εικόνα Ι-12). Η εν λόγω δυναμικι απόκριςθ διαφζρει άρδθν από τθ 
δυναμικι απόκριςθ των μοντζρνων καταςκευϊν, θ ευςτάκεια των οποίων προχποκζτει τθν ανάπτυξθ 
εςωτερικϊν εφελκυςτικϊν εντατικϊν μεγεκϊν. Η κεμελιϊδθσ αυτι διαφορά κακιςτά μθ εφαρμόςιμεσ τισ 
περιςςότερεσ διακζςιμεσ κεωρίεσ δομικισ ανάλυςθσ και τα ςχετικά υπολογιςτικά εργαλεία. 
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Εικόνα Ι-12. ΢χετικι ςτροφι και μετατόπιςθ των ςπονδφλων ενόσ κίονα του Παρκενϊνα (Bouras et al., 
2002), που επαλθκεφει τον λικνιςμό των ςπονδφλων και τθν εν γζνει τριςδιάςτατθ ςυμπεριφορά των 
καταςκευϊν αυτϊν. 
΢τθ βάςθ ενόσ απλοποιθμζνου μθχανικοφ μοντζλου, οι μονολικικοί κίονεσ μποροφν να κεωρθκοφν 
ωσ απολφτωσ ςτερεά κολουροκωνικά ςϊματα με ελαφρϊσ διαφορετικζσ ακτίνεσ. Οι κατακόρυφεσ 
αυλακϊςεισ (γλυφζσ) που είκιςται να λαξεφονται ςτθν παράπλευρθ επιφάνεια των κιόνων είναι 
γεωμετρικά μικρζσ και ςε πρϊτθ προςζγγιςθ μποροφν να αγνοθκοφν. Τπό αυτζσ τισ προχποκζςεισ και 
παραδοχζσ, τα αποτελζςματα που εκτίκενται ςτισ προθγοφμενεσ παραγράφουσ μποροφν να 
χρθςιμοποιθκοφν για τθν ποιοτικι κατανόθςθ τθσ δυναμικισ ςυμπεριφοράσ κλαςικϊν κιόνων. Ζτςι, 
λοιπόν, αναμζνεται θ κεμελιϊδθσ κίνθςθ των ςπονδφλων να είναι ο λικνιςμόσ και όχι ο κλυδωνιςμόσ. Κατ’ 
επζκταςθ οι διςδιάςτατεσ αναλφςεισ που ςυχνά αναφζρονται ςτθ βιβλιογραφία *(Psycharis et al., 2000), 
(Konstantinidis & Makris, 2005), (Yagoda & Hatzor, 2007), (Komodromos et al., 2008)] υςτεροφν ςτο να 
αναπαραςτιςουν με ακρίβεια τθ δυναμικι απόκριςθ αυτϊν των πολυςπόνδυλων ςυςτθμάτων. 
Αποτυγχάνουν, επίςθσ, να προςομοιϊςουν τθν απϊλεια τθσ ενζργειασ κατά το λικνιςμό, θ οποία πρζπει 
να αποδοκεί ςτισ κροφςεισ που λαμβάνουν χϊρα ςτουσ αρμοφσ των κιόνων αλλά και ςτισ δυνάμεισ τριβισ 
που δφνανται να αναπτυχκοφν κατά τθ διάρκεια τθσ stick & slip κίνθςθσ των ςπονδφλων τουσ. Η Εικόνα Ι-
12 επιβεβαιϊνει ςτθν πράξθ τα ανωτζρω επιχειριματα, παρουςιάηοντασ τισ ςχετικζσ ςτροφζσ των 
ςπονδφλων ενόσ κίονα του Παρκενϊνα. 
 
΢τθν ειδικι περίπτωςθ των μονολικικϊν κιόνων, θ παροφςα ανάλυςθ μπορεί να χρθςιμοποιθκεί κατ’ 
ευκείαν για τθ μελζτθ τθσ δυναμικισ ςυμπεριφοράσ τουσ. Εντοφτοισ, άλλεσ μζκοδοι, όπωσ για 
παράδειγμα θ μζκοδοσ των Διακριτϊν ΢τοιχείων, είναι πιο εφκολο να χρθςιμοποιθκοφν. Η εν λόγω 
αρικμθτικι μζκοδοσ ζχει ιδθ χρθςιμοποιθκεί ςτθν προςομοίωςθ πολυςπόνδυλων ςυςτθμάτων με αρκετά 
ικανοποιθτικά αποτελζςματα. Ενδεικτικά παραπζμπουμε ςτθν εργαςία του Papantonopoulos et al. (2002). 
Οι κεμελιϊδεισ, όμωσ, κεωρθτικζσ παραδοχζσ των μεκόδων αυτϊν, που αφοροφν ςτουσ νόμουσ επαφισ, 
τθν ανίχνευςθ των επαφϊν και τθν ολοκλιρωςθ των εξιςϊςεων τθσ κίνθςθσ, κλονίηουν τθν αξιοπιςτία και 
κυρίωσ τθν ακρίβεια τουσ για τθν προςομοίωςθ αυτϊν των ςυςτθμάτων. 
Σα ανωτζρω ποιοτικά χαρακτθριςτικά τθσ κίνθςθσ του κόλουρου κϊνου προζκυψαν από τθ μελζτθ 
των εξιςϊςεων τθσ κίνθςθσ του ςυςτιματοσ μζςω αςυμπτωματικισ ανάλυςθσ. Η αςυμπτωματικι εξζταςθ 
του ςυςτιματοσ ιταν επιβεβλθμζνθ, κακϊσ το πλιρεσ ςφςτθμα των εξιςϊςεων τθσ κίνθςθσ είναι λίαν μθ 
γραμμικό και ιδιαίτερα ςφνκετο. Ζνα επιπλζον ςυμπζραςμα τθσ ανωτζρω αςυμπτωματικισ ανάλυςθσ 
είναι ότι για τισ ςυνικεισ διαςτάςεισ των ςπονδφλων των κιόνων, θ αντικατάςταςθ του κόλουρου κϊνου 
με ζναν κφλινδρο δεν επθρεάηει ςθμαντικά τα αποτελζςματα. Παράλλθλα, από τθν αρικμθτικι επίλυςθ 
των εξιςϊςεων τθσ κίνθςθσ παρατθροφμε ότι θ τροχιά του ςθμείου επαφισ είναι ςτισ περιςςότερεσ 
περιπτϊςεισ οιονεί κυκλικι (Εικόνα Ι-13). ΢υνεπϊσ, θ μελζτθ τθσ κίνθςθσ ενόσ ομογενοφσ κυλίνδρου με 
ςυνεχϊσ μεταβαλλόμενθ επαφι επί περιφζρειασ κφκλου, που παρατίκεται ςτθν επόμενθ ενότθτα, είναι 




Εικόνα Ι-13. Οιονεί κυκλικι τροχιά του κόλουρου κϊνου (ςυνεχισ γραμμι) και προςζγγιςθ τθσ από 
κυκλικι (διακεκομμζνθ). 
 
ΙΙ ΚΙΝΗ΢Η ΟΜΟΓΕΝΟΤ΢ ΚΤΛΙΝΔΡΟΤ ΜΕ ΢ΤΝΕΧΩ΢ ΜΕΣΑΒΑΛΛΟΜΕΝΗ ΢ΗΜΕΙΑΚΗ ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑΚΗ ΕΠΑΦΗ 
ΕΠΙ ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑ΢ ΚΤΚΛΟΤ 
 
Θεωροφμε ομογενι, απολφτωσ ςτερεό κφλινδρο μάηασ m, ακτίνασ R και φψουσ 2h, τον οποίον εφεξισ 
κα καλοφμε ςϊμα (b). Ο κφλινδροσ ςτθριηόμενοσ κατακόρυφα, με τθ βάςθ του επί ςτακεροφ οριηοντίου 
επιπζδου, παριςτά μονολικικό αρχαιολογικό κίονα, κατάλοιπο μαηί με άλλα δομικά υλικά και κίονεσ, 
επίςθσ κατακόρυφουσ, λείψανα κλιβερά ενόσ αρχαίου κτίςματοσ (ναοφ ι κατοικίασ), που γεφυρϊνουν το 
παρελκόν του με το παρόν. Δεχόμενοσ ο κφλινδροσ ςτθν περιοχι τθσ βάςθσ του, το μικρισ διάρκειασ 
πλιγμα (ϊςθ ι ϊκθςθ) μιασ δφναμθσ, κλίνει λόγω αδράνειασ ωσ προσ το επίπεδο που εδράηεται, και 
αρχίηει να κινείται κατά τρόπον ϊςτε θ περιφζρεια τθσ βάςθσ του να βρίςκεται ςε ςυνεχϊσ 
μετατοπιηόμενθ ςθμειακι επαφι με περιφζρεια οριηόντιου κφκλου ακτίνασ ρ. Η εικόνα του κινοφμενου 
κυλίνδρου αποδίδει με ικανοποιθτικι πιςτότθτα τθν κινθματικι ςυμπεριφορά του κίονα μετά από μία 
ςειςμικι δόνθςθ, θ οποία με τθν μικρισ διάρκειασ εκδιλωςι τθσ κζτει ςε κίνθςθ όλο το ςϊμα του (Εικόνα 
ΙΙ-1). Εφλογα τίκεται εδϊ το ερϊτθμα αν θ ωσ άνω κίνθςθ του (b) και κατ’ επζκταςθ θ εξομοιοφμενθ από 
αυτιν κίνθςθ του κίονα είναι μοναδικι. Η απάντθςθ είναι πωσ όχι, δεν είναι μοναδικι, αφοφ θ εν λόγω 
κίνθςθ εξαρτάται από τα χαρακτθριςτικά του πλιγματοσ (ςθμείο εφαρμογισ, μζτρο, διεφκυνςθ και φορά), 
ιτοι από το πϊσ ενεργεί επί του κίονα το ςειςμικό πλιγμα. ΢ε εφαρμογι του π.χ. κατά διεφκυνςθ που 
βρίςκεται μζςα ςτο κεντρικό κατακόρυφο επίπεδο τθσ βάςθσ του κίονα, το πικανότερο είναι ο κίονασ, 
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ςυνεπϊσ και το ςϊμα (b), να αρχίςει να κινείται, είτε μεταφορικά με τθ βάςθ του να ολιςκαίνει επί του 
εδάφουσ, αν θ εν λόγω διεφκυνςθ είναι παράλλθλθ ςτο οριηόντιο επίπεδο, είτε να περιςτραφεί περί τθν 
εφαπτόμενθ τθσ βάςθσ, ςτο περιφερειακό τθσ ςθμείο από το οποίο διζρχεται το ωσ άνω κατακόρυφο 
επίπεδο, αν θ διεφκυνςθ του πλιγματοσ δεν είναι παράλλθλθ προσ το ζδαφοσ, ςχθματίηει δε γωνία με τθν 
τοπικι κατακόρυφο. Με διεφκυνςθ πλιγματοσ διάφορθ των δφο προθγουμζνων, θ κίνθςθ του (b), άρα και 
του κίονα, αναμζνεται να είναι γενικά όπωσ αυτι που αναφζρεται ςτθν αρχι, ιτοι μία κίνθςθ με 
αυξομειοφμενθ κλίςθ ωσ προσ το ζδαφοσ, άρα μία ακολουκία διαδοχικϊν περιςτροφϊν περί άξονα δια 
του ςθμείου επαφισ με ταυτόχρονθ ςυνεχι μετατόπιςθ του ςθμείου επαφισ τόςο κατά μικοσ τθσ 
περιφζρειασ τθσ βάςθσ του κυλίνδρου όςο και κατά μικοσ κυκλικοφ δρόμου. 
 
Η κφλιςθ του κυλίνδρου με ςθμειακι επαφι, όπωσ ζχει λεχκεί ότι χαρακτθρίηεται θ ωσ άνω κίνθςθ 
(Μυλωνάσ, 1984), είναι πραγματοποιιςιμθ με τθν επιβολι ςυνδζςμων, ανάλογων προσ εκείνουσ που 
περιορίηουν τθν ελευκερία κινιςεωσ του ςτθν περίπτωςθ του ανοικτοφ δρόμο, όχι τουσ ίδιουσ ακριβϊσ, 
αφοφ ςτθν προκειμζνθ περίπτωςθ θ κίνθςθ τθσ επαφισ επί του εδάφουσ είναι προκακοριςμζνθ (κυκλικι). 
Η διαφοροποίθςθ αυτι επιβάλλει τθν εξ αρχισ αναηιτθςθ των ςυνδζςμων και τον ιδιαίτερο ςχολιαςμό 
των εξιςϊςεων που τουσ περιγράφουν, ϊςτε θ μελζτθ τθσ κίνθςθσ να είναι όςο το δυνατόν πιο 
διειςδυτικι. Σο ίδιο πρζπει να γίνει και για τθν τριβι που αναπτφςςεται ςτθν περιοχι του ςθμείου 
επαφισ με το ζδαφοσ, θ ανάπτυξθ τθσ οποίασ είναι απολφτωσ αναγκαία για τθν κφλιςι του. 





Εικόνα ΙΙ-1. Κιονοςτοιχία που ζχει καταρρεφςει ςτο ναό τθσ ΢ουςςίτα ςτο Ιςραιλ (Yagoda & Hatzor, 2007). 
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Εικόνα ΙΙ-2. Κφλινδροσ με ςυνεχϊσ μεταβαλλόμενθ ςθμειακι περιφερειακι επαφι επί περιφζρειασ 
κφκλου. 
ΙΙ.1 ΢φνδεςμοι 
Εφόςον θ κίνθςθ του ςθμείου επαφισ Ε κζλουμε να εκτελείται επί κυκλικοφ δρόμου ακτίνασ ρ (Εικόνα ΙΙ-
2), κα ζχουμε, ειςάγοντασ το τριςορκογϊνιο αδρανειακό ςφςτθμα Oxyz, δφο πρϊτουσ ςφνδεςμουσ με 
εξιςϊςεισ: 
  02222,,,1    zyxzyx                                                                                             (ΙΙ.1) 
  0,,,2   zzyx                                                                                                                           (ΙΙ.2) 
Ο πρϊτοσ εξ αυτϊν δεςμεφει το ςθμείο επαφισ να βρίςκεται ςε ςτακερι απόςταςθ από το Ο, ο δε 
δεφτεροσ επιβάλλει ςτο ςθμείο αυτό να μετατοπίηεται επί τθσ τομισ τθσ ςφαιρικισ επιφάνειασ τθν οποία 
παριςτά θ (ΙΙ.1) με το οριηόντιο επίπεδο z = 0. ΢υνδυάηοντασ μεταξφ τουσ τισ δφο εξιςϊςεισ, παίρνουμε τθν 
εξίςωςθ του κυκλικοφ δρόμου 
  022,,    yxyx                                                                                                            (ΙΙ.3) 
 τον οποίο υποχρεοφται να ακολουκεί θ επαφι Ε κατά τθν κφλιςθ του κυλίνδρου. Με το ςφνδεςμο αυτόν, 
που προφανϊσ είναι ολόνομοσ, καταγράφεται θ πρϊτθ διαφορά τθσ υπό εξζταςθ κφλιςθσ (b) από τθν 
κφλιςθ του επί ανοικτοφ, μθ κακοριςμζνου δρόμου, που εξετάςτθκε ςτθν περίπτωςθ Ι, όπου δεν 
διατυπϊνεται εκτόσ από τθν εξίςωςθ 
             z = 0 
             άλλθ δεςμικι εξίςωςθ τθσ μορφισ 



















(α: αυκαίρετθ ςτακερά). Ζτςι, μία διαφορά μεταξφ των επί μζρουσ προβλθμάτων Ι και ΙΙ προκφπτει από το 
ότι ςτο Ι υπάρχει ζνασ μόνο ολόνομοσ ςφνδεςμοσ, ενϊ ςτο ΙΙ υπάρχει ηεφγοσ τζτοιων ςυνδζςμων, 
ανεξάρτθτα από το γεγονόσ ότι τελικά και αυτοί ανάγονται ςε ζναν. Πρζπει να επιςθμανκεί εδϊ ο κακαρά 
μακθματικόσ χαρακτιρασ του ςυνδζςμου (ΙΙ.3), πράγμα που ςθμαίνει ότι κανζνα από τα οποία μθχανικά 
χαρακτθριςτικά του ςυςτιματοσ (δυναμικά-κινθματικά) δεν απορρζει από τθν εξίςωςθ αυτι. Η αντίδραςθ 
του επομζνωσ κα είναι κάκετθ ςτθν εφαπτόμενθ του κυκλικοφ δρόμου ςε κάκε ςθμείο του. ΢το ςθμείο 
αυτό πρζπει να διευκρινιςκεί ότι θ εν λόγω αντίδραςθ δεν κείται μζςα ςτο επίπεδο Οxy, αλλά κλίνει ωσ 
προσ αυτό όπωσ και ωσ προσ τον κάκετο άξονα Οz. Και τοφτο διότι εφ’όςον ουςιαςτικά είναι δφο οι 
ςφνδεςμοι που δεςμεφουν το ςθμείο Ε ςε κυκλικι κίνθςθ επί του οριηοντίου επιπζδου, κα υπάρχουν δφο 











































                                                                                                                                      (ΙΙ.5) 
και ςυνιςταμζνθ μθ κείμενθ, προφανϊσ, ςτο επίπεδο Οxy και μθ ςυγγραμμικι με τον άξονα Οz. 
Η ςυνεχισ μετατόπιςθ του ςθμείου Ε, τόςο επί τθσ περιφζρειασ (Ο, ρ) όςο και επί τθσ περιφζρειασ (Κ, R) 
τθσ βάςθσ του κυλίνδρου που είναι ςε επαφι με το ζδαφοσ ςθμαίνει ότι κατά τθν κφλιςθ του (b), 
διαφορετικά ςθμεία  τθσ περιφζρειασ (Κ, R) κα ζρχονται να ςυμπζςουν ςτιγμιαία με διαδοχικά ςθμεία 
 του κυκλικοφ δρόμου και να αποχωριςκοφν αμζςωσ από αυτά, παραχωρϊντασ τθ κζςθ τουσ ςε 
άλλα. Αυτό προφανϊσ οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι ο κφλινδροσ κυλίεται λόγω τθσ περιςτροφι που εκτελεί 
(δεν είναι θ μοναδικι) περί το διαμικθ άξονα του uˆ  . ΢υμβολίηοντασ με sv  τθ ςχετικι ταχφτθτα των 




VVV                                                                                                                                     (ΙΙ.6) 
 θ οποία ειςάγεται ωσ ζνασ επιπλζον ςφνδεςμοσ. Εφόςον θ μετατόπιςθ του Ε γίνεται ςυνεχϊσ κατά μικοσ 
του κυκλικοφ δρόμου (Ο, ρ), επόμενο είναι ότι οι ςυνιςτϊςεσ τθσ ταχφτθτασ ˆ  κατά τθ διεφκυνςθ puˆ  και 
zuˆ είναι μθδενικζσ, ιτοι  0ˆ,  psps uVV  και  0ˆ,   zszs uVV  . ΢ε διαφορετικι περίπτωςθ, αν 
δθλαδι ιταν   0, θ επαφι Ε, εκτρεπόμενθ από τθν περιφζρεια (Ο, ρ) κα ζπαυε να κινείται επ’αυτισ. Αν 
ιταν δε   0, κα εκτρεπόταν από το επίπεδο Oxy, είτε λόγω διείςδυςθσ ςε αυτό, αν  < 0, είτε λόγω 
διακοπισ τθσ αν  > 0. Τπολογίηοντασ τισ ταχφτθτεσ  και  
 



















παίρνουμε αμζςωσ από τθν (ΙΙ.6) επειδι     uVV ss ˆ   τθν εξίςωςθ 
  sR                                                                                                                             (ΙΙ.7) 
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όπου 
α = R cos κ – h sin κ 
Πρζπει να ςθμειϊςουμε ότι για τον υπολογιςμό τθσ  δεν ελιφκθ υπόψθ θ περιςτροφι του (b) περί τθ 
ςτιγμιαία διεφκυνςθ τθσ εφαπτόμενθσ uˆ , κακ’ όςον θ περιςτροφι αυτι δεν επθρεάηει τθν κυκλικι 
κίνθςθ του ςθμείου  περί άξονα uˆ . Η ταχφτθτα ολιςκιςεωσ   uVV ss ˆ  εξαρτάται από τθν πίεςθ 
που αςκείται ςτθν περιοχι επαφισ από τισ δυνάμεισ που εφαρμόηονται ι αναπτφςςονται ςτον κφλινδρο 
κατά τθν κίνθςι του (βάροσ, τριβισ, κτλ) κακϊσ και από το υλικό του κυλίνδρου και τθ φφςθ του εδάφουσ. 
Εάν καμία πλθροφορία δεν δίνεται για το νόμο που διζπει τθν εκδιλωςθ και ανάπτυξι τθσ , μποροφμε να 
κεωριςουμε το μζτρο τθσ ανάλογο προσ το μζτρο τθσ  (speed), ιτοι 
  
Oxy
s VV                                                                                                                            (ΙΙ.8) 
όπου γ μικρόσ αρικμόσ. Με δεδομζνθ τθ φορά τθσ κίνθςθσ του  , είναι φανερό ότι ο ςυντελεςτισ γ 
πρζπει να λαμβάνεται μικρότεροσ τθσ μονάδασ και διάφοροσ του μθδενόσ. Αν sd  είναι το αντίςτοιχο 
απειροςτό μικοσ τόξου τθσ περιφζρειασ (Ο, ρ) το οποίο ςυνδζεται  με τθν  και d  είναι το αντίςτοιχο 
απειροςτό  μικοσ τόξου που διανφεται από το , κα ζχουμε 
   ddVdt ss







V ss                                                                                                                                      (ΙΙ.9) 




d s                                                                                                                                             (ΙΙ.10) 
από τθν οποία δικαιολογείται θ τιμι του γ να βρίςκεται μζςα ςτο διάςτθμα 0  γ < 1. 
 Εφκολα μζςω του κριτθρίου ολοκλθρωςιμότθτοσ του Frobenius (Rosenberg, 1977) αποδεικνφεται ότι ο 
ςφνδεςμοσ (ΙΙ.7) είναι μθ ολόνομοσ. Τπό τθν ζκφραςθ (ΙΙ.8) για τθν ταχφτθτα ολίςκθςθσ, ο ςφνδεςμοσ 
κακίςταται καταςτατικόσ εφόςον θ εξίςωςθ του παίρνει τθ μορφι 
      01    R                                                                                                         (ΙΙ.11) 
Όπωσ κα δοφμε ςε προςεχζσ κεφάλαιο, ο ςυγκεκριμζνοσ αυτόσ χαρακτιρασ του ςυνδζςμου καλφπτει τθ 
μία από τισ προχποκζςεισ που πρζπει να ικανοποιοφνται για τθν φπαρξθ του ενεργειακοφ ολοκλθρϊματοσ 
του Jacobi. 
Ενδιαφζρον παρουςιάηει θ περίπτωςθ τθσ κφλιςθσ του κφλινδρου υπό ςτακερι γωνία κλίςεωσ κ ωσ προσ 
το επίπεδο Oxy. Ο ςφνδεςμοσ τότε για κ(t) =  = ςτακ. κα μεταπίπτει από μθ ολόνομοσ ςε ολόνομο με 
εξίςωςθ το ολοκλιρωμα τθσ (ΙΙ.11) 
   .sincos1    RhR                                                                  (ΙΙ.12) 
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Η μελζτθ όμωσ μιασ τζτοιασ κίνθςθσ ζχει κεωρθτικι μόνον αξία, αφοφ πρακτικά ο κίονασ δεν φαίνεται να 
μπορεί από τισ ςυνκικεσ του προβλιματοσ να κινείται ςυνεχϊσ με ςτακερι τθ γωνία κ. 
ΙΙ.2 Η δφναμθ τριβισ 
Η αντίδραςθ του επιπζδου Oxy προσ το (b), θ οποία αναπτφςςεται ςτθν περιοχι τθσ επαφισ Ε ςυνίςταται 
γενικά ςε μία δφναμθ  και ζνα ηεφγοσ δυνάμεων ( , ), με ροπι . Τποκζτοντασ ότι θ περιοχι 
αναπτφξθσ τθσ αντίδραςθσ είναι τόςο μικρι, ϊςτε μακροςκοπικά να εκφυλίηεται ςε ςθμείο, μποροφμε να 
κεωριςουμε τθ δφναμθ ςυγκεντρωμζνθ ακριβϊσ ςτο ςθμείο επαφισ και το μοχλοβραχίονα του ηεφγουσ 
(απόςταςθ των δυνάμεων) μθδενικισ τάξθσ, ϊςτε να μθδενίςει τθ ροπι  του ηεφγουσ. Ο κφλινδροσ ζτςι 
κινείται χωρίσ να ςτρζφεται περί τον εαυτό του, ιτοι περί τον άξονα δια του εκάςτοτε ςθμείου επαφισ, 
κάκετο ςτο Oxy και χωρίσ να παραμορφϊνεται κοντά ςτο Ε. Ασ αναλφςουμε τθν αντίδραςθ  κατά τουσ 
ςτιγμιαίουσ άξονεσ uu p ˆˆ ,  και τθν κατακόρυφθ zuˆ , ιτοι  
        uuFuuFuuFFFFF zzZ ˆˆˆˆˆˆ                                                 (ΙΙ.13) 
και ασ αναγάγουμε τισ δφο πρϊτεσ ςυνιςτϊςεσ ςτο κζντρο μάηασ G του κυλίνδρου. Θα ζχουμε τότε, εκτόσ 
από τισ δυνάμεισ  F   και  zF    με  FF   και zz FF    και τα ηεφγθ    FF , και  zz FF ,  . Θα 
είναι τότε 
   uumFF G ˆˆa                                                                                                                 (ΙΙ.14) 
Και 
  zzGzzzz uuamumgFumgF ˆˆˆˆ                                                                                 (ΙΙ.15) 
 όπου Ga  είναι θ επιτάχυνςθ του G 
     


















                                                           (ΙΙ.16) 
 










zz FF ,  με τισ ροπζσ του  FG   και zz FG  , τείνουν να 
περιςτρζφουν τον κφλινδρο εντόσ του κατακόρυφου επιπζδου που ςχθματίηεται από τουσ άξονεσ uˆ  και 
zuˆ , ιτοι περί τον άξονα uˆ  που είναι κάκετοσ ςε αυτό. Προκαλοφν ςυνεπϊσ τθ μεταβολι τθσ γωνίασ 
κλίςθσ κ και κατ’ επζκταςθ τθ μεταβολι (αφξθςθ – μείωςθ) τθσ απόςταςθσ G από το επίπεδο Oxy. 
Η τρίτθ ςυνιςτϊςα F  τθσ αντίδραςθσ F με διεφκυνςθ uˆ  και φορά αντίκετθ τθσ κίνθςθσ του Ε ςυνδζεται 
με τισ μθχανικζσ ιδιότθτεσ του Oxy, ιτοι με χαρακτθριςτικά τθσ επιφάνειασ του εδάφουσ ςτο οποίο 
εδράηεται ο κίονασ. Σο μζτρο τθσ εξαρτάται από το μζτρο τθσ ςυνολικισ κάκετθσ αντίδραςθσ zFF  και 
εν γζνει από το μζτρο τθσ ταχφτθτασ ολίςκθςθσ, δθλαδι 
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 sz vFFfF ,                                                                                                                    (ΙΙ.17) 
Είναι θ εν λόγω δφναμθ, θ γνωςτι δφναμθ τριβισ που αναπτφςςεται μεταξφ δφο εν επαφι ςωμάτων ςτο 
ςθμείο (περιοχι ουςιαςτικά) όπου θ επιφάνεια του ενόσ ακουμπά ςτθν επιφάνεια του άλλου. Η φφςθ των 
δφο επιφανειϊν είναι κακοριςτικι, όπωσ προελζχκθ, για τθν ανάπτυξι τθσ. ΢υνεπϊσ θ ξθρότθτά τουσ, οι 
μικροςκοπικζσ (μθ ορατζσ με γυμνό μάτι) ανωμαλίεσ τουσ ςτθν περιοχι επαφισ, θ λεπτομερισ λείανςι 
τουσ, θ λίπανςι τουσ και εν γζνει το περιςςότερο ι λιγότερο φγρο περιβάλλον του ςθμείου Ε, παίηουν 
αποφαςιςτικό ρόλο ςτθν ζνταςθ με τθν οποία εμφανίηεται και επθρεάηει τθν κίνθςθ του (b). 
Τπολογίηοντασ τθ ροπι τθσ ωσ προσ το κζντρο Κ τθσ κάτω βάςθσ του κυλίνδρου βρίςκουμε 



















                             
 
Παρατθροφμε ότι θ   αναγκάηει τον κφλινδρο ςε περιςτροφι περί το διαμικθ άξονα του uˆ , επομζνωσ 
είναι θ αιτία που τον μετατοπίηει, κακϊσ το ςθμείο Ε κινοφμενο επί τθσ περιφζρειασ (Κ, R) είναι 
υποχρεωμζνο να διαγράφει ςυνάμα τθν περιφζρεια (Ο, ρ), ενϊ ταυτοχρόνωσ θ γωνία κ μεταβάλλεται 
λόγω τθσ περιςτροφισ του (b) μζςα ςτο κατακόρυφο επίπεδο  zuu ˆ,ˆ  . Μθδενικι τιμι για το μζτρο  
ςυνεπάγεται τθν ακινθςία του Ε, πράγμα που ςθμαίνει ότι ο κφλινδροσ παφει να κυλίεται, με αποτζλεςμα 
να εκτελεί μόνο τθν περιςτροφι περί τον άξονα uˆ , θ οποία οδθγεί ςτθν πτϊςθ του επί του Oxy 
(επομζνωσ και του κίονα επί του εδάφουσ). 
Η κφλιςθ του κυλίνδρου με τθν ανάπτυξθ ςτο ςθμείο Ε τθσ τριβισ F , ςυνοδεφεται από απϊλεια μζρουσ 
τθσ μθχανικισ του ενζργειασ, όταν θ κίνθςθ γίνεται με ολίςκθςθ. Πράγματι, αν υπολογίςουμε το ζργο τθσ 
  κατά τθν ολίςκθςθ ωσ το χρονικό ολοκλιρωμα τθσ ιςχφοσ, κα ζχουμε  
dtvFdtvFdtvFdtvFW sszss                                                              (ΙΙ.19) 
 
Σα δφο πρϊτα ολοκλθρϊματα είναι ίςα προσ το μθδζν λόγω τθσ κακετότθτασ των  F  και zF  προσ τθν 
ταχφτθτα sv  . Σο τρίτο είναι μθ μθδενικό αν   0, με αρνθτικι τιμι, κακ’ όςον θ τριβι αντίτικεται ςτθν 
κίνθςθ, άρα 0 svF . ΢υνεπάγεται επομζνωσ ότι θ ολίςκθςθ του κυλίνδρου κατά τθν κφλιςι του 
ςυνοδεφεται από απϊλεια τθσ μθχανικισ του ενζργειασ. Σο μζροσ τθσ κατά το οποίο αυτι μειϊνεται 
μετατρζπεται ςε κερμότθτα και ςτθν παραμόρφωςθ του (b) ςτθν περιοχι του Ε. Πρζπει να διευκρινιςκεί 
εδϊ ότι θ προαναφερόμενθ παραμόρφωςθ δεν αντιτίκεται ςτθν παραδοχι τθσ ςτερεότθτασ του 
κυλίνδρου και τθσ μθ ενδοτικότθτασ του Oxy, αφοφ ςτθν πραγματικότθτα απόλυτθ ςτερεότθτα δεν 
υπάρχει και το φυςικό ζδαφοσ δεν μπορεί να μθν υποχωρεί ζςτω και κατ’ ελάχιςτον όςο ςκλθρό και αν 
είναι. ΢υνάγεται από αυτό ότι θ πραγματικι κίνθςθ του κίονα, όςο χρόνο διαρκεί, ακολουκείται με 
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απϊλεια τθσ μθχανικισ του ενζργειασ. Σθ ςτιγμι τθσ κροφςθσ του κατά τθν πτϊςθ του ςτο ζδαφοσ, το 
μζροσ τθσ ενζργειασ που απομζνει  είναι θ κρουςτικι ενζργεια που αποδίδεται πλιρωσ ςτο ζδαφοσ, αν θ 
κροφςθ είναι πλαςτικι, οπότε δεν παρατθρείται αναπιδθςι του, ι αποδίδεται μερικϊσ για τθν 
αναπιδθςι του και μερικϊσ για τθν παραμόρφωςθ τόςο αυτοφ όςο και του εφάδουσ, κακ’ όλθ τθν 
ζκταςθ τθσ επαφισ τουσ, αν θ κροφςθ είναι ελαςτικι. 
 
Ο ακριβισ τφποσ τθσ τριβισ εξαρτάται, ωσ γνωςτόν, από τθν πιζςθ που αςκεί επί του Oxy ο κφλινδροσ με 
το βάροσ του και τισ δυνάμεισ που αναπτφςςονται κατά τθν κίνθςθ, και από τθ φφςθ των δφο εν επαφι 
επιφανειϊν (βιβλιογραφία). Για ξθρό περιβάλλον, όπωσ αυτό ςτθν περιοχι τθσ ζδραςθσ του κίονα και για 
μικρζσ τιμζσ του , θ τριβι κα ακολουκεί τουσ ςχετικοφσ νόμουσ Coulomb (Papastavridis, 2002), οπότε κα 
είναι 
zFFF                                                                                                                                 (ΙΙ.20) 
 όπου μ είναι μθ αρνθτικι ςτακερά με τιμι που υπολογίηεται πειραματικά. Διακρίνοντασ τθν τριβι ςε 
ςτατικι και δυναμικι, και ςυμβολίηοντασ το ςυντελεςτι τριβισ με  και  αντίςτοιχα, ζχουμε 
   szsz VFFVFF ,,,,                                                                                                      (ΙΙ.21) 
 για κάκε 0sV , οπότε 
        0,,0,, 0, szsz VFFVFF                                                                        (ΙΙ.22) 
 Από το ςυνδυαςμό των (ΙΙ.14)-(ΙΙ.16) με τθν (ΙΙ.20) προκφπτει για τθν , ςτθν περίπτωςθ τριβισ Coulomb, 
θ ζκφραςθ 
   
      





























             (ΙΙ.23) 
Κλείνοντασ τθν παραγράφο, κρίνουμε αναγκαίο να ςθμειϊςουμε ότι κφλιςθ του κυλίνδρου ςε απολφτωσ 
λείο επίπεδο (μ=0) με μθδενικι ολίςκθςθ ( =0) δεν είναι δυνατι αφοφ τζτοιεσ ςυνκικεσ είναι αδφνατο 
να ςυνυπάρχουν. Μθδενικι τριβι ςθμαίνει μθδενικι ροπι k , επομζνωσ αδυναμία του κυλίνδρου, 
κακϊσ περιςτρζφεται περί τον άξονα uˆ , να μετατοπίηεται με το ςθμείο Ε να διαγράφει τθν περιφζρεια 
(Ο,ρ). ΢τθν περίπτωςθ αυτι, θ κίνθςθ του (b) περιορίηεται μζςα ςτο κατακόρυφο επίπεδο  zuu ˆ,ˆ   που 
διζρχεται από το ακίνθτο ςθμείο επαφισ , πράγμα που ςθμαίνει ότι ο κφλινδροσ κα περιςτρζφεται 
περί το διαμικθ άξονα του, με τθ βάςθ του (Κ, R) να ολιςκαίνει ςυνεχϊσ ςτο ςτακερό ςθμείο . 
ΙΙ.3 Κινθτικι ενζργεια 
Για τον προςδιοριςμό τθσ κινθτικισ ενζργειασ του (b), απαραίτθτθσ για τθ διατφπωςθ τθσ Αρχισ 
D’Alembert και τθν εξαγωγι από αυτι των εξιςϊςεων Lagrange, είναι αναγκαίο να γνωρίηουμε τθ γωνιακι 
ταχφτθτα του κυλίνδρου και τισ ςυνιςτϊςεσ τθσ κατά τον άξονα uˆ  και κατά δφο εγκάρςιεσ προσ αυτόν 
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διευκφνςεισ uˆ  και uˆ  κάκετεσ μεταξφ τουσ  ςτο G (κεντρικοί κφριοι άξονεσ αδράνειασ). Παρατθρϊντασ 
τον κφλινδρο κατά τθν κίνθςθ του και υποκζτοντασ ότι τθ δεδομζνθ ςτιγμι, το κζντρο μάηασ του 
περιςτρζφεται ςτο επίπεδο  zuu ˆ,ˆ    δεξιόςτροφα περί τθ διεφκυνςθ τθσ εφαπτόμενθσ uˆ , κα ζχουμε 
  zz uuuuuu ˆcosˆˆsin...ˆˆˆ                                        (ΙΙ.24) 
























                                                                          (ΙΙ.26)                                                                                                                                                           
Για τθν ταχφτθτα του G ζχουμε τθν ζκφραςθ 
      zG uauuaEGOEOGV     ...                                          (ΙΙ.27) 
 από τθν οποία βρίςκουμε 
    222222   hRaVG                                                                                             (ΙΙ.28) 








  CAmVG   
όπου Α και C είναι οι ροπζσ αδράνειασ ωσ προσ uˆ και uˆ αντίςτοιχα, παίρνουμε τελικά  
  


















                                                         (ΙΙ.29) 
΢τθν ανωτζρω ζκφραςθ δεν εμφανίηεται το μζτρο τθσ ταχφτθτασ sV , επομζνωσ αυτι αφορά τθν 
περίπτωςθ τθσ κακαρισ κφλιςθσ. Σο ίδιο αποτζλεςμα κα προζκυπτε αν ο υπολογιςμόσ τθσ GV  βαςιηόταν 
ςτθν ζκφραςθ τθσ ταχφτθτασ του G ωσ ςθμείου του (b), μζςω τθσ ταχφτθτασ ενόσ άλλου ςθμείου και εν 




G     
θ οποία, λόγω τθσ κακαρισ κφλιςθσ 0sV , γράφεται 
EGVV
Oxy
G                                                                                                             (ΙΙ.30) 
Αν όμω είναι   0, τότε κα πρζπει θ ζκφραςθ τθσ GV  να ειςαχκεί και θ ταχφτθτα ολίςκθςθσ, ιτοι 
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EG                                                          (ΙΙ.31) 
ι εναλλακτικά να προςδιοριςτεί θ GV   με παραγϊγιςθ του ακριβοφσ διανφςματοσ, που ςτθν περίπτωςθ 
αυτι κ δίνεται από το άκροιςμα 
   GEEEOEOG bbOxyOxy                                                                                     (ΙΙ.32) 
Για τθν απλοφςτευςθ του όλου ζργου αφ’ ενόσ και για το λόγο ότι ςτο μικρό χρόνο που διαρκεί θ 
πραγματικι κίνθςθ του κίονα μετά από μία ςειςμικι δόνθςθ αφ’ ετζρου, εάν φυςικά θ δόνθςθ είναι 
τζτοια ϊςτε να προκλθκεί θ κίνθςι του, θ ολίςκθςθ δεν φαίνεται να είναι ιδιαίτερα ςθμαντικι, 
παραλείπουμε ςτον υπολογιςμό τθσ κινθτικισ ενζργειασ τθ ςυμβολι των πολφ μικρϊν όρων που ειςάγει θ 
παρουςία τθσ sV  ςτθν ζκφραςθ τθσ GV  . Η παρουςία τθσ sv  ςτθν ζκφραςθ τθσ Σ και κατ’ επζκταςθ ςτισ 
εξιςϊςεισ τθσ κίνθςθσ, επιβάλλει τθν ακριβι γνϊςθ τθσ και όχι τθν προςεγγιςτικι (ΙΙ.8), θ οποία 
μετατρζπει όπωσ είδαμε τον ανολόνομο ςφνδεςμο από μθ καταςτατικό ςε καταςτατικό, πράγμα που 
καλφπτει μία από τισ προχποκζςεισ για τθν φπαρξθ του ολοκλθρϊματοσ Jacobi. Και θ φπαρξθ του 
ολοκλθρϊματοσ αυτοφ με τθν εν λόγω προςζγγιςθ του  αντιφάςκει  προσ ό,τι πραγματικά ςυμβαίνει, 
δθλαδι με τθ μθ διατιρθςθ τθσ μθχανικισ ενζργειασ, όταν ο κφλινδροσ ολιςκαίνει. Η αντιμετϊπιςθ του 
προβλιματοσ   0 μπορεί να γίνει με εφαρμογι μιασ τεχνικισ διαταραχϊν (perturbation technique) ad 
hoc διαμορφοφμενθσ, ι οποία όμωσ και πάλι δεν οδθγεί ςε απολφτωσ ακριβείσ λφςεισ λόγω των ςειρϊν 
που ειςάγει μία τζτοια τεχνικι. 
ΙΙ.4 Εξιςώςεισ κίνθςθσ 
Για τθ διατφπωςθ των εξιςϊςεων τθσ κίνθςθσ κατά Lagrange, παίρνουμε ωσ αφετθρία τθν Αρχι 



























                                                                      (ΙΙ.33) 
και ςυνδυαηόμενθ με τισ εξιςϊςεισ των L ςυνδζςμων 
,0  kkq           L,...2,1  
όπου    είναι οι πολλαπλαςιαςτζσ Lagrange. Ανάλογα με το ςφςτθμα των γενικευμζνων ςυντεταγμζνων 
που επιλζγεται, θ (ΙΙ.33) οδθγεί ςε διάφορεσ μορφζσ εξιςϊςεων που όλεσ τουσ χαρακτθρίηονται ωσ 
εξιςϊςεισ Lagrange. Η κινθτικι ενζργεια ςτθν εξίςωςθ (ΙΙ.33) ειςάγεται υπό τθ μορφι 







  CAzyxm GGG    










                                                                                                                          (ΙΙ.34) 





















                                                                                           (ΙΙ.35) 
Όπου 
 cossin hR   
ςε ςυνδυαςμό με τισ (ΙΙ.25) και (ΙΙ.26), ειςάγοντασ δθλαδι ωσ γενικευμζνεσ ςυντεταγμζνεσ φ, κ, ψ, 










































































                                                                            (ΙΙ.36) 
 



























     mguuuamguOGmgV zzz  ˆˆˆˆ                                                       (ΙΙ.37) 
(δυναμικι ενζργεια). Είναι προφανζσ ότι με τισ ςχζςεισ μεταςχθματιςμοφ (ΙΙ.35), όλα τα ανωτζρω όπωσ 
και όλα όςα κα ακολουκιςουν αφοροφν τθν περίπτωςθ τθσ κακαρισ κφλιςθσ. Γράφοντασ τθν Αρχι D’ 
Alambert υπό τθ μορφι (ΙΙ.36), ειςάγουμε τον ανολόνομο ςφνδεςμο μζςω του πολλαπλαςιαςτι λ, ο 
προςδιοριςμόσ του οποίου, ωσ πρόςκετθσ μεταβλθτισ, επιβάλλει όπωσ προελζχκθ, τθν επιςφναψθ και τθσ 




























































                                                                                        (ΙΙ.38) 
ςτισ οποίεσ επιςυνάπτουμε και τθν εξίςωςθ του ςυνδζςμου (ΙΙ.7). Εφόςον τα πραγματικά χαρακτθριςτικά 
των αντιδράςεων των ολόνομων ςυνδζςμων δεν αναδεικνφονται από τισ εξιςϊςεισ τουσ, όπωσ ςυμβαίνει 
με τουσ ολόνομουσ, δεν είναι δυνατι θ μόρφωςθ κάποιασ ρθτισ ςχζςθσ μεταξφ του λ και τθσ (ΙΙ.7). Γενικά, 
οι πολλαπλαςιαςτζσ Lagrange κεωροφνται ωσ τα μζτρα των δεςμικϊν αντιδράςεων, των οποίων όμωσ οι 
διευκφνςεισ (ωσ δυνάμεων) είναι εντελϊσ άγνωςτεσ. 
 
Εναλλακτικι μορφι των εξιςϊςεων κίνθςθσ είναι αυτι που προκφπτει με τθν ενςωμάτωςθ του 
ςυνδζςμου (ΙΙ.7) ςτθν εξίςωςθ (ΙΙ.36), μία τεχνικι θ οποία μθδενίηει τθν ανάγκθ ειςαγωγισ των 
πολλαπλαςιαςτϊν Lagrange. Ωσ πρϊτο βιμα για τθν εφαρμογι τθσ παρατθροφμε ότι παρόλο που οι 
μεταβλθτζσ φ, κ, ψ, με τθν απαλοιφι των δφο ολόνομων ςυνδζςμων είναι ανεξάρτθτεσ μεταξφ τουσ, οι 
δυνατζσ μεταβολζσ τουσ, όπωσ άλλωςτε και οι πραγματικζσ, κακωσ επίςθσ και οι ρυκμοί μεταβοισ τουσ 
ωσ προσ το χρόνο , δεν είναι, αφοφ ςφμφωνα με τθν (ΙΙ.7) ςυνδζονται με τθ ςχζςθ 
  0  Ra                                                                                                              (ΙΙ.39) 
Αν γράψουμε τϊρα τθν Αρχι D’ Alambert χωρίσ να επιςυνάψουμε μζςω του πολλαπλαςιαςτι λ , το 






















































(οι μθδενικοί όροι δεν ζχουν παραλειφκεί). Απαλείφοντασ από τθν εξίςωςθ αυτι και τθν (ΙΙ.39), τθ 

























































            (ΙΙ.40) 
Οι δφο απομζνουςεσ μεταβολζσ δφ και δκ  είναι προφανϊσ ανεξάρτθτεσ μεταξφ τουσ, οπότε θ ανωτζρω 
εξίςωςθ αλθκεφει, όταν οι ςυντελεςτζσ των μεταβολϊν αυτϊν είναι ίςοι προσ μθδζν. Προκφπτουν κατόπιν 
















































                                                                           (ΙΙ.41) 
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οι οποίεσ αποτελοφν τθν εναλλακτικι μορφι των εξιςϊςεων Lagrange με ενςωμάτωςθ του ςυνδζςμου 
(ΙΙ.39). Εννοείται φυςικά ότι ςτο αποτζλεςμα των ςθμειοφμενων παραγωγίςεων, ο ρυκμόσ μεταβολισ   , 






                                                                                                                      (ΙΙ.42) 
Με τθν τεχνικι τθσ ενςωμάτωςθσ του ςυνδζςμου, προζκυψαν δφο ακριβϊσ εξιςϊςεισ, χωρίσ να 
περιλαμβάνεται ςε αυτζσ ο πολλαπλαςιαςτισ λ. Σο πλεονζκτθμα αυτόσ τθσ μείωςθσ του αρικμοφ των 
εξιςϊςεων μετριάηεται από το γεγονόσ ότι οι δφο εξιςϊςεισ (ΙΙ.41) είναι ιςχυρά ςυηευγμζνεσ, γεγονόσ που 
δυςχεραίνει αρκετά τθν επεξεργαςία τουσ, ιδιαίτερα τθν υπολογιςτικι. Δεν παφει όμωσ ωσ πλεονζκτθμα 
να ζχει τθν αξία του, ιδιαίτερα όταν απαιτείται θ εφρεςι τθσ, κεωροφμενθσ ωσ δεςμικισ αντίδραςθσ, 
ποςότθτασ λ = λ(t).  ΢ε ανάλογθ μορφι των εξιςϊςεων τθσ κίνθςθσ κα καταλιγαμε αν εφαρμόηαμε τθν 
ίδια διαδικαςία, ζχοντασ όμωσ προθγουμζνωσ επιλφςει τθν (ΙΙ.39) όχι ωσ προσ δψ αλλά ωσ προσ δφ. Οι 
μεταβλθτζσ τότε ωσ προσ τισ οποίεσ κα διατυπϊνονταν οι εξιςϊςεισ κινιςεωσ κα ιςαν οι ψ και κ. Αυτό 
ςθμαίνει ότι με τθν τεχνικι τθσ ενςωμάτωςθσ μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε ωσ χϊρο των φάςεων 
οποιονδιποτε από τουσ χϊρουσ   ,,,  και    ,,, . Περιττό είναι να τονιςκεί εδϊ ότι ςε όποιον 
από τουσ χϊρουσ αυτοφσ και αν γίνεται θ διερεφνθςθ του προβλιματοσ, είναι αναγκαία θ επίλυςθ τθσ 
εξίςωςθσ (ΙΙ.7) για τθν εφρεςθ τθσ λφςθσ που αντιςτοιχεί ςτθν εκτόσ του χϊρου μεταβλθτι. ΢θμειϊνεται 
τζλοσ ότι τόςο το ςφςτθμα των εξιςϊςεων (ΙΙ.38), όςο και το ςφςτθμα (ΙΙ.41) είναι αυτόνομα, πράγμα που 
απαλλάςςει τθ διερεφνθςθ των λφςεων από τθν αναηιτθςθ αρχικϊν ςυνκθκϊν εξαρτωμζνων από τον 
αρχικό χρόνο, αφοφ ςτα ςυςτιματα αυτοφ του είδουσ κάκε χρονικι ςτιγμι μπορεί να λθφκεί ωσ αρχικόσ 
χρόνοσ. 
 
Ιδιαίτερο ενδιαφζρον παρουςιάηουν οι λφςεισ του προβλιματοσ για μικρζσ τιμζσ τθσ γωνίασ κ. Αυτό διότι 
ςε πραγματικοφσ κίονεσ, οι οποίοι εξακολουκοφν να διατθροφνται κατακόρυφοι παρά τα τόςα και τόςα 
ςειςμικά γεγονότα που ζχουν επιςυμβεί μζςα ςτθ μακραίωνθ ιςτορία τουσ, οι αποκλίςεισ τθσ γωνίασ κ 
από τθ μθδενικι τθσ τιμι (κατακόρυφθ κζςθ) δεν μπορεί παρά να ιταν γενικά πολφ μικρζσ. 
 
Σζλοσ, ζνα ερϊτθμα που ςυνδζεται με τισ λφςεισ του ςυςτιματοσ είναι αυτό τθσ ευςτάκειασ των λφςεων. 
Αντιλαμβάνεται κανείσ ότι οι καταςτάςεισ ιςορροπίασ του κυλίνδρου με ςθμειακι του ςτιριξθ είναι 
δφςκολο να επιτευχκοφν. Μποροφν βζβαια να υπάρχουν όταν θ κατακόρυφοσ δια του κζντρου μάηα 
(διεφκυνςθ του βάρουσ) διζρχεται από το ςθμείο επαφισ, αλλά μία τζτοια λφςθ δεν ζχει πρακτικι αξία 
αφοφ ςτο πραγματικό ιςοδφναμο του κυλίνδρου, τον κίονα, μία τζτοια κατάςταςθ δεν φαίνεται να είναι 
δυνατι, οφτε ζχει βρεκεί, εξ’ όςων γνωρίηουμε, κίονασ που να ακινθτεί με τα χαρακτθριςτικά αυτά 
(αςτακισ ιςορροπία). Ζτςι, το ερϊτθμα για τθν ευςτάκεια εςτιάηεται ςε λφςεισ των εξιςϊςεων κίνθςθσ 
που αντικατοπτρίηουν πραγματικι ςυμπεριφορά ενόσ κίονα. Περιοριηόμενοι ςτισ εξιςϊςεισ (ΙΙ.41), 








































































































































































































                                   (ΙΙ.43) 
Όλοι οι ςυντελεςτζσ των    ,,,  υπολογίηονται κάκε χρονικι ςτιγμι ςτθν αδιατάρακτθ λφςθ. 
Επομζνωσ, θ επίλυςθ των ανωτζρω εξιςϊςεων για τον ζλεγχο τθσ ευςτάκειασ τθσ εν λόγω λφςθσ απαιτεί 
ςυγχρόνωσ τθν επίλυςθ τθν εξιςϊςεων (ΙΙ.41). 
ΙΙ. 5 Αντιδράςεισ των ολόνομων ςυνδζςμων 
Πρακτικό ενδιαφζρον για τθν αναςτφλωςθ και κυρίωσ για τθ ςυντιρθςθ ενόσ κίονα ζχει θ γνϊςθ των 
αντιδράςεων των ςυνδζςμων, οι οποίοι μεταβάλλουν ςε αυτόν, άρα και ςτον κφλινδρο που αποτελεί το 
μθχανικό του μοντζλο, να κινείται όταν αυτό καταςτεί αναπόφευκτο μετά από μία ςειςμικι δόνθςθ επί 
κυκλικοφ δρόμου. Και αυτό διότι ςυνδζονται οι αντιδράςεισ αυτζσ με το υλικό τόςο τθσ βάςθσ ςτιριξθσ 
του κίονα, άρα και του κυλίνδρου, όςο και του χϊτου υποδοχισ του (ζδραςθσ) όπου βρίςκεται ο κφκλοσ 
κίνθςθσ του Ε (ςτυλοβάτθσ). Για τθν εξζταςθ του ηθτιματοσ αυτοφ κεωροφμε ωσ γενικευμζνεσ 
ςυντεταγμζνεσ, τισ ςυντεταγμζνεσ ( , , ) του ςθμείο Ε μαηί με τθσ γωνίασ φ, κ και ψ που κακορίηουν 
τον προςανατολιςμό του (b). Ειςάγοντασ τουσ ςυνδζςμουσ, ολόνομουσ και μθ, μζςω των 























































































































                                                                                (ΙΙ.44) 


















































Η κινθτικι ενζργεια ςτισ εξιςϊςεισ (ΙΙ.44) υπό των μορφϊν 















                    (ΙΙ.45) 
οπότε  Σ / ψ = 0. Από τθ ςφγκριςθ τθσ τελευταίασ εξίςωςθσ του ςυςτιματοσ (ΙΙ.44) με τθ δεφτερθ από 
τισ (ΙΙ.38) προκφπτει αμζςωσ ότι  = λ, επομζνωσ κάκε ςχόλιο για τθν αντίδραςθ του ολόνομου 
ςυνδζςμου, όπωσ αυτι προκφπτει από τισ ανωτζρω εξιςϊςεισ , είναι περιττό. Για τθν εφρεςθ των  και 
 αντικακίςτανται από γενικευμζνεσ δυνάμεισ 

 yx QQ ,  και 

zQ  οι οποίεσ κα προκφπτουν ςφμφωνα με 
τον οριςμό (ΙΙ.34) από τισ ανωτζρω πραγματικζσ δυνάμεισ που αντικατζςτθςαν τουσ ςυνδζςμουσ. Αν 























































































































΢υνδυάηοντασ τισ ανωτζρω με τισ εκφράςεισ (ΙΙ.4) και (ΙΙ.5) των μοναδιαίων διανυςμάτων 
1
  και 
2
 , 
εφκολα παίρνουμε τισ πλιρεισ διανυςματικζσ εκφράςεισ των 1F  και 2F , ιτοι τισ ακριβείσ εκφράςεισ των 
αντιδράςεων και ςυνδζςμων  και . 
ΙΙ.6 Σα ολοκλθρώματα Jacobi 
Είναι γνωςτό (Papastavridis, 2002) ότι οι Lagrangian εξιςϊςεισ που περιγράφουν τθν κίνθςθ ενόσ 
ςυςτιματοσ, ό,τι και αν είναι αυτό, ολόνομο ι μθ ολόνομο, διζπονται από ζνα αναλυτικό πρϊτο 
ολοκλιρωμα, γνωςτό με το όνομα ολοκλιρωμα του Jacobi, όταν ικανοποιοφνται οι ακόλουκεσ 
προχποκζςεισ: α) οι κινθματικοί ςφνδεςμοι να είναι καταςτατικοί, β) θ κινθτικι ενζργεια να μθν περιζχει 
ρθτά το χρόνο, ιτοι Σ / t = 0, και γ) οι γενικευμζνεσ δυνάμεισ να απορρζουν από δυναμικι ςυνάρτθςθ 
V, ι να είναι γυροςκοπικζσ, ιτοι θ ιςχφσ τουσ ωσ ςυνάρτθςθ του χρόνου να ιςοφτε προσ μθδζν. Η πρϊτθ 
προχπόκεςθ ικανοποιείται όπωσ φαίνεται αμζςωσ από τθν εξίςωςθ (ΙΙ.7). 
Σο ίδιο και θ δεφτερθ, είτε θ κινθτικι ενζργεια δίνεται υπό τθ μορφι (ΙΙ.45), είτε υπό τθ μορφι που 
προκφπτει από αυτιν μετά τθν αντικατάςταςθ (ΙΙ.42), ιτοι 




























                           (ΙΙ.46) 
Παρατθρϊντασ τζλοσ τθ ςχζςθ μεταξφ Q και V, και ανατρζχοντασ ςτα όςα ελζχκθςαν για το ζργο και κατ’ 
επζκταςθ τθν ιςχφ τθσ τριβισ όταν  = 0, διαπιςτϊνουμε ότι και θ τρίτθ προχπόκεςθ ικανοποιείται. 
















όπου με kQ  ςυμβολίηονται οι γενικευμζνεσ δυνάμεισ που απορρζουν από τθ δυναμικι ςυνάρτθςθ V  
κατά το ςχιμα kk qVQ  / , υπάρχει και ζχει τθ μορφι 
 





































                                                              (ΙΙ.47) 
Σο ολοκλιρωμα Jacobi είναι εν γζνει μία ενεργειακι ποςότθτα ςχετιηόμενθ με το χϊρο των φάςεων. 
Ανάγεται δε ςτθ μθχανικι ενζργεια (άκροιςμα κινθτικισ και δυναμικισ ενζργειασ) όταν το υπό εξζταςθ 
ςφςτθμα είναι κακαρά μθχανικό όπωσ αυτό του χωρίσ ολίςκθςθ κυλιόμενου κυλίνδρου. 
ΙΙ. 7 Περιοχζσ τθσ κίνθςθσ 
Σο ολοκλιρωμα Jacobi , όπωσ και κάκε ολοκλιρωμα ενόσ δυναμικοφ ςυςτιματοσ – όταν υπάρχει – 
παρζχει τθ δυνατότθτα ελζγχου τθσ ακρίβειασ των αρικμθτικϊν ολοκλθρϊςεων και γενικότερα των 
υπολογιςτικϊν διαδικαςιϊν κατά τθν επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ. Ακόμθ δε επιτρζπει τθν ποιοτικι μελζτθ 
του χϊρου των φάςεων, δίνοντασ χριςιμεσ πλθροφορίεσ για τθ δυναμικι και κινθματικι ςυμπεριφορά 
του υπό εξζταςθ ςυςτιματοσ. Για το πρόβλθμα τθσ κίνθςθσ του κυλίνδρου, θ μορφι του ολοκλθρϊματοσ 
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Jacobi που χρθςιμοποιοφμε προκειμζνου να διειςδφςουμε ςτα ποιοτικά χαρακτθριςτικά τθσ κίνθςθσ είναι 
θ (ΙΙ.47), θ οποία διζπει τισ εξιςϊςεισ (ΙΙ.41). Η επιλογι αυτι δεν περιορίηει τθ γενικότθτα των ποριςμάτων, 
αφοφ ο χϊροσ των φάςεων ςτον οποίο εξελίςςεται θ κίνθςθ είναι και για τισ δφο μορφζσ των εξιςϊςεων 
κίνθςθσ ο ίδιοσ. 
Διαχωρίηοντασ τουσ κινθματικοφσ όρουσ ςτθν (ΙΙ.47), κα ζχουμε 
  






































                      (ΙΙ.48) 
Η ανιςότθτα κακορίηει τθν περιοχι ςτθν οποία είναι δυνατόν να κινείται ο κφλινδροσ κατά τθν κφλιςι του, 
ιτοι τθν περιοχι εντόσ τθσ οποίασ μποροφν να μεταβάλλεται τόςο θ γωνία κλίςθσ του κ όςο και ο ρυκμόσ 
μεταβολισ  . Σο ςφνορο τθσ περιοχισ αυτισ δίνεται από τθν ιςότθτα, ιτοι από τθν εξίςωςθ 
 


































                      (ΙΙ.49) 
Οι καμπφλεσ που προκφπτουν από τθν ανωτζρω εξίςωςθ για διάφορα c, τομείσ τθσ επιφάνειασ 
     0,,
2
1 222  cfAhRm                                                                                                        (ΙΙ.50) 
από το επίπεδο 0  , παρζχουν τισ κζςεισ ςτισ οποίεσ ο κφλινδροσ αναςτρζφει τθν κίνθςθ μζςα ςτο 
κατακόρυφο επίπεδο, κακϊσ αυτό περιςτρζφεται περί τον άξονα Oz με ρυκμό   , ιτοι τα ηεφγθ 
 c,,minmax,   . ΢τθν εικόνα ΙΙ-3 δίνονται αντιπροςωπευτικά δείγματα των επιφανειϊν (ΙΙ.50) για 
διάφορουσ ςυνδυαςμοφσ των παραμζτρων ρ(> R, = R) και h (> R, = R,< R), ενϊ ςτθν Εικόνα ΙΙ-4 δίνονται οι 
ιςοχψείσ καμπφλεσ (Ι.49) για διάφορεσ τιμζσ του c. Πρζπει να ςθμειωκεί εδϊ ότι για προφανείσ λόγουσ, οι 
τιμζσ του κ δεν μποροφν να είναι μικρότερεσ του μθδενόσ ι μεγαλφτερεσ 90 . Ο αυτόνομοσ χαρακτιρασ 
των εξιςϊςεων (ΙΙ.41) μασ επιτρζπε, όπωσ ζχουμε ιδθ αναφζρει, να χρθςιμοποιοφμε τα ςθμεία μιασ 
τζτοιασ καμπφλθσ ωσ αρχικζσ ςυνκικεσ για τθν αρικμθτικι ολοκλιρωςθ των εξιςϊςεων τθσ κίνθςθσ, ιτοι 
να χρθςιμοποιοφμε τετράδεσ τθσ μορφισ 
          0,,, 000minmax,00   tttttttttt   . Για τον ακριβι 
προςδιοριςμό τθσ , αρκεί να επιλφςουμε τθν εξίςωςθ (ΙΙ.49) ωσ προσ κ για δεδομζνα   και c. 
 










Εικόνα ΙΙ-4. Περιοχζσ κίνθςθσ ( , κ) για χαρακτθριςτικζσ τιμζσ των παραμζτρων h, ρ. Οι υςοχψείσ 
καμπφλεσ διαφζρουν κατά Δc = 5. 
Ζνα ερϊτθμα που εγείρεται ςτο ςθμείο αυτό είναι αν είναι δυνατι θ αναςτροφι τθσ μεταβολισ τθσ 
γωνίασ κ, ςυγχρόνωσ με το μθδενιςμό του ρυκμοφ μεταβολισ  , ιτοι με ταυτόχρονθ αναςτροφι τθσ 








Jacobi να περάςει ςτο αριςτερό μζλοσ τθσ πρϊτθσ ιςότθτασ και ο δεφτεροσ κινθματικόσ όροσ, αυτόσ 

























                                                                           (ΙΙ.51) 
΢θμειϊνοντασ ότι ο παρανομαςτισ ςτθν ανωτζρω είναι διάφοροσ του μθδενόσ για κάκε 0 < κ < π / 2, 
παίρνουμε από τθν ανωτζρω 
mg
c
R   cossin                                                                                                                                 (ΙΙ.52) 











































                                                                                   (ΙΙ.53) 







                                                                                                               (ΙΙ.54) 
Προφανϊσ για να είναι δεκτζσ οι ρίηεσ αυτζσ τθσ (ΙΙ.52) πρζπει να κείνται ςτο διάςτθμα (0, π/2). Αν αυτό 
δεν ςυμβαίνει, τότε θ αναςτροφι των μεταβολϊν των γωνιϊν φ και κ ςυγχρόνωσ δεν είναι προφανϊσ 
δυνατι. Πρζπει όμωσ να εξεταςκεί αν μετα το μθδενιςμό ρων φ και κ ςυγχρόνωσ, μπορεί ο κφλινδροσ να 
αρχίςει και πάλι τθν κίνθςθ του αναςτρζφοντασ τθν τελείωσ ι όχι. Μθδενίηοντασ ςτισ ανεπτυγμζνεσ 





































      (ΙΙ.55) 
Όπου  είναι θ τιμι τθσ γωνίασ κλίςθσ κ για τθν οποία γίνεται αναςτροφι τθσ κίνθςθσ (αν υπάρχει 
ςφμφωνα με τισ ανωτζρω ςυνκικεσ). Ο ςυνδυαςμόσ τθσ δεφτερθσ των ςχζςεων (ΙΙ.55) με τθν (ΙΙ.52) δίνει 






                                                                                                                   (ΙΙ.56) 
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Τπενκυμίηοντασ ότι το ολοκλιρωμα Jacobi παριςτάνει ςτο υπό μελζτθ πρόβλθμα τθ μθχανικι ενζργεια 
του (b), θ οποία προφανϊσ για κίνθςθ μζςα ςτο διάςτθμα 0,π/2 είναι δεκτι, άρα 0>0, ςυνάγουμε αμζςωσ 
ότι 0 . Με μθ μθδενικό το ρυκμό   , θ γωνιακι ταχφτθτα περιςτροφισ του κυλίνδρου περί τον άξονα 
uˆ  αρχίηει αμζςωσ να «απομακρφνεται» από τθ μθδενικι τθσ τιμι ςτθ γωνία . ΢τθν ζκφραςθ (ΙΙ.17) τθσ 
δφναμθσ τριβισ με  = 0, οι όροι των F και F  που περιζχουν τουσ ρυκμοφσ   και   μθδενίηονται. 
Απομζνουν όμωσ οι όροι που περιζχουν   και  κακϊσ επίςθσ και ο όροσ zumg ˆ  . Επομζνωσ θ δφναμθ 
τριβισ κα είναι προφανϊσ μθδενικι. ΢υνδυάηοντασ το πόριςμα αυτό με τθν πρϊτθ των εξιςϊςεων (ΙΙ.55), 
ςυνάγουμε τελικά ότι .0
av
 . Ζτςι θ μθ μθδενικι αυτι τιμι τθσ 
av
  που κα προκφψει από τθν πρϊτθ 
των εξιςϊςεων (ΙΙ.55) μετά τθν ειςαγωγι των 
av
 και  
av
 ςτθν ζκφραςθ (ΙΙ.23) τθσ  και επίλυςθ ωσ 
προσ τον εν λόγω ρυκμό, κα αναγκάςει τθν   να «απομακρυνκεί» όπωσ και θ   , από το μθδζν, πράγμα 
που ςθμαίνει ότι θ κίνθςθ του ςθμείου Ε δεν κα ςταματιςει οριςτικά, αλλά κα ςυνεχιςκεί με αντίκετθ 
προφανϊσ φορά. Σα ανωτζρω μασ οδθγοφν ςτο ςυμπζραςμα ότι αν υπάρχει γωνία κ =  εντόσ του 
διαςτιματοσ (0,π/2), τότε θ κίνθςθ του κυλίνδρου κα αλλάξει πλιρωσ φορά. 
ΙΙ.8 Αρικμθτικι ολοκλιρωςθ 
Για τθν εφαρμογι των όςων εξετζκθςαν μζχρι τϊρα, ζγινε θ αδιαςτατοποίθςθ όλων των μεγεκϊν που 
















                                                                                                                                                (ΙΙ.57) 
όπου το   παριςτάνει κάκε πραγματικό μικοσ. Εφκολα προκφπτουν με τισ ςχζςεισ (ΙΙ.55) οι αδιάςτατοι 



















D                                CAD ,  
Για το παράδειγμα του μονολικικοφ κίονα που απεικονίηεται ςτθν Εικόνα ΙΙ-5, για 1.1~   και 
λαμβάνοντασ ωσ αρχικζσ ςυνκικεσ = 0,  =   0.17,  = 0,  = 0,  = 0.1 οι εξιςϊςεισ 
ολοκλθρϊνονται αρικμθτικά δίνοντασ τισ λφςεισ    tt ~,~    και  t~   (βλ. Εικόνα ΙΙ-6, Εικόνα ΙΙ-7, και 
Εικόνα ΙΙ-8). Απο τθν εξίςωςθ (ΙΙ.42) και τισ ανωτζρω αρχικζσ ςυνκικεσ και γεωμετρικά χαρακτθριςτικά 
προκφπτει ότι    -0.08. 
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Εικόνα ΙΙ-5. Παράδειγμα μονολικικοφ κίονα. 
 
Εικόν ΙΙ-6. Γωνία κ ςυναρτιςει του χρόνου t
~
 . 
επίςθσ και τισ δυνάμεισ τριβισ που αναπτφςςονται τόςο μεταξφ των δφο ςωμάτων όςο και μεταξφ του ( ) 




Εικόνα ΙΙ-1. ΢φςτθμα ηεφγουσ κυλίνδρων με ςυνεχϊσ μεταβαλλόμενθ ςθμειακι περιφερειακι επαφι και 
ςθμειακι κφλιςθ του κατωτζρου επί κυκλικοφ οδθγοφ. 
ΙΙΙ.1 ΢φνδεςμοι 
Σο ηιτθμα των ςυνδζςμων που περιορίηουν τθν ελευκερία κίνθςθσ ενόσ κυλίνδρου ζχει εξεταςκεί 
λεπτομερϊσ ςτο προθγοφμενο πρόβλθμα. Ανατρζχοντασ ςε όςα ζχουν αναφερκεί ςχετικά, μποροφμε να 





11    zyx                                                                                                                 (ΙΙΙ.1) 
012  z                                                                                                                                              (ΙΙΙ.2) 
  0ˆ110/10/113  uVRa S                                                                                           (ΙΙΙ.3) 
Όπου sV 1  είναι θ ταχφτθτα ολίςκθςθσ του ςϊματοσ και 
  R cos   h sin  




  yx                                                                                                                        (ΙΙΙ.4) 
Ο περιοριςμόσ για τθν κίνθςθ του ςθμείου επαφισ τον οποίο ειςάγει θ ανωτζρω εξίςωςθ επιβάλλει να 

































του κριτθρίου ολοκλθρωςιμότθτασ του Frobenius (Rosenberg, 1977)) με τισ προφανείσ 
ςυνκικεσ 0ˆˆ 11  zss uVuV  . 
Η εξζταςθ του άνω κυλίνδρου αποκαλφπτει τθν φπαρξθ ςυνδζςμων 
021  Rk                                                                                                                                        (ΙΙΙ.5) 







2                                                                                                                                      (ΙΙΙ.7) 








V  είναι θ ταχφτθτα 
του ςθμείου επαφισ κεωρουμζνου ωσ ςθμείου του ( ), ιτοι    και ωσ ςθμείου του ( ) 
αντίςτοιχα, ιτοι    . Είναι δθλαδι οι ταχφτθτεσ με τισ οποίεσ τα δφο ςθμεία  και  (ΚΑΝΕ 
΢ΤΓΚΡΙ΢Η ΢ΑΤΣΟ ΣΟ ΢ΗΜΕΙΟ ΜΕ ΣΟ ΒΙΒΛΙΟ) κινοφνται τθ ςτιγμι κατά τθν οποία ςυμπίπτουν, ϊςτε να 
αποτελζςουν το ςθμείο επαφισ των δφο κυλίνδρων. Αναλφοντασ τα διανφςματα ςτισ ςυνιςτϊςεσ τουσ, 
παίρνουμε για τουσ ανωτζρω ςυνδζςμουσ τισ εξιςϊςεισ 




0/11124   Rzzayyaxx             (ΙΙΙ.8) 
       0cos2sin2sincos 0/11120/110/1120/1125    zzayyxx       (ΙΙΙ.9) 
Και 
    
    
   




















































Αντικακιςτϊντασ τισ ταχφτθτεσ 1Gv  και 2Gv με τισ εκφράςεισ τουσ 
     
       

































Και ςθμειϊνοντασ, για προφανείσ λόγουσ, ότι 0ˆˆ 22  zss uVuV  , οδθγοφμεκα τελικά ςτθν εξίςωςθ 
  0ˆˆ2 121/20/1  uVRaR s  
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θ οποία λόγω τθσ (ΙΙΙ.3) γράφεται 
    0ˆ2 1121/20/120/116  uvvRaa ss                                                                  (ΙΙΙ.10) 
Οι ςφνδεςμοι (ΙΙΙ.8) και (ΙΙΙ.9) είναι προφανϊσ ολόνομοι, ενϊ ο ςφνδεςμοσ (ΙΙΙ.10) που εκφράηει κινθματικι 
δζςμευςθ για τθν κίνθςι του είναι όπωσ και ο    0 μθ ολόνομοσ. Παρατθροφμε ότι θ κίνθςθ τθσ 
επαφισ  δεν επθρεάηεται από τουσ ρυκμοφσ  0/1
  και 1/2
 ανόδου και κακόδου των κυλίνδρων μζςα 
ςτο κατακόρυφο επίπεδο, όπωσ αντίςτοιχα ςυμβαίνει και για τθν κίνθςθ του ( ). Αυτό βρίςκεται ςε 
πλιρθ ςυμφωνία με τον αναγκαίο μθδενιςμό των  uVV s ˆ22   και zsz uVV ˆ22  , αφοφ μθ μθδενικι 
τιμι για μία τουλάχιςτον από τισ δφο αυτζσ ςυνιςτϊςεσ κα επζφερε τθ διακοπι τθσ επαφισ των δφο 
κυλίνδρων.  
Η φπαρξθ των τεςςάρων ολόνομων ςυνδζςμων, μαηί με τθν προφανι ιςότθτα 0/11/2     (αλλιϊσ το 
ςφςτθμα κα κατζρρεε, αφοφ τα κζντρα μάηα  και  δε κα βρίςκονταν ςυγχρόνωσ ςτο κατακόρυφο 
επίπεδο  zuu ˆ,ˆ , δίνει τθ δυνατότθτα να χρθςιμοποιιςουμε ωσ γενικευμζνεσ ςυντεταγμζνεσ των γωνιϊν 















































                                                                                  (ΙΙΙ.11) 







                                                                                                                       (ΙΙΙ.12) 
οι ςυντεταγμζνεσ 
222111
,,,,,  zyxzyx  που υπειςζρχονται ςτισ (ΙΙΙ.8) και (ΙΙΙ.9). 
Πρζπει εδϊ να επιςθμανκεί ότι μολονότι οι προαναφερόμενεσ ωσ γενικευμζνεσ ςυντεταγμζνεσ , ..., 
 είναι, με τον τρόπο που ειςάγονται, ανεξάρτθτεσ μεταξφ τουσ, οι αντίςτοιχοι ρυκμοί μεταβολισ τουσ 
δεν είναι ανεξάρτθτοι αφοφ ςυνδζονται μεταξφ τουσ (όχι όλοι) με τισ εξιςϊςεισ των δφο μι ολόνομων 
ςυνδζςμων (ΙΙΙ.3) και (ΙΙΙ.10).  
Η κίνθςθ κάκε κυλίνδρου, όπωσ ζχει περιγραφεί ςτα προθγοφμενα, ζχει τα χαρακτθριςτικά τθσ κφλιςθσ 
ενόσ ςϊματοσ με ςθμειακι επαφι. Για το είδοσ αυτό τθσ κίνθςθσ ιδιαίτερα ςθμαντικόσ είναι ο ρόλοσ τθσ 
δφναμθσ τριβισ που αναπτφςςεται ςτο ςθμείο επαφισ. ΢τθν πραγματικότθτα αναπτφςςεται μία κατανομι 
τζτοιων δυνάμεων ςτθν περιοχι του ςθμείου επαφισ. Μακροςκοπικά θ περιοχι αυτι εμφανίηεται αρκετά 
μικρι, με ζκταςθ θ οποία αυξάνει με τθν πίεςθ που αςκείται ςτθν επιφάνεια κφλιςθσ από το ςϊμα, χωρίσ 
όμωσ θ μορφολογία του να τθν επθρεάηει. Για ζνα «απολφτωσ» ςτερεό ςϊμα, και επιφάνεια κφλιςθσ 
«απολφτωσ» ανυποχϊρθτθ, θ εν λόγω περιοχι είναι τόςο μικρι ϊςτε χωρίσ ςθμαντικό ςφάλμα 
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εκφυλίηεται ςε ςθμείο. Η αντίδραςθ τότε τθσ επιφάνειασ κφλιςθσ προσ το ςϊμα, αναγόμενθ ςτθν περιοχι 
αυτι, κα δίνεται γενικά από μία δφναμθ F  και μία ροπι ηεφγουσ N  . Η ςμικρότθτα τθσ περιοχισ επαφισ 
ςυνεπάγεται για το μοχλοβραχίονα του ηεφγουσ (διανυςματικι απόςταςθ των δυνάμεων που το 
ςυνιςτοφν) μικρό μικοσ, και μάλιςτα τόςο μικρό ϊςτε θ εκφυλιηόμενθ ςε ςθμείο περιοχι να τείνει ςτο 
μθδζν. Αυτό ςθμαίνει ότι θ ροπι 1N  μπορεί να παραλειφκεί, οπότε ωσ μόνθ αντίδραςθ κα μείνει θ 
δφναμθ F  . Κάνοντασ για τουσ δφο κυλίνδρουσ ανάλογεσ παραδοχζσ και υποκζςεισ, κεωροφμε ότι οι 
αντιδράςεισ ςτα ςθμεία  και  είναι αντίςτοιχα οι δυνάμεισ 
1
F  και 
2




















R uFF i    ,0ˆ 
iii
ii




Οι δφο πρϊτεσ ςυνιςτϊςεσ αποδίδουν το μακθματικό χαρακτιρα των επιφανειϊν ςτισ οποίεσ κινοφνται οι 
δφο κφλινδροι. Η τρίτθ απορρζει από τθ φφςθ των επιφανειϊν αυτϊν, ιτοι εξαρτάται από τισ μθχανικζσ 
ιδιότθτεσ του υλικοφ καταςκευισ τόςο των κυλίνδρων όςο και του επιπζδου κφλιςθσ του ( ). 
Τποκζτοντασ ξθρό το περιβάλλον ςτισ περιοχζσ  και , ϊςτε να ιςχφουν οι νόμοι Coulomb για τθν 
τριβι, κα ζχουμε 
   





























G     
και  
   
        










































G     
 






F ςτθ δυναμικι του ςυςτιματοσ είναι θ περιςτροφι των ( ) και ( ) 
περί τουσ άξονεσ 1ˆu και 
2ˆ
u αντίςτοιχα. Πράγματι, υπολογίηοντασ τισ ροπζσ των δυνάμεων αυτϊν ωσ προσ 
















 uRFFEKkM nor                                                                                             (ΙΙΙ.17) 
 
Βλζπουμε ότι οι δφο δυνάμεισ τριβισ είναι οι αιτίεσ που προκαλοφν τθν περιςτροφι των  ( ) και ( ) περί 
τουσ διαμικεισ άξονζσ τουσ, αναγκάηοντασ τουσ ζτςι να κυλίονται ςτο επίπεδο Oxy ο πρϊτοσ, και ςτθν άνω 




FF  και  02121
21
21
  nornor FFFF                                                                      (ΙΙΙ.18) 
Είναι φανερό ότι θ ανάπτυξθ  μειϊνει το ρόλο τθσ  ςτθν κφλιςθ του ( ). Πράγματι, υπολογίηοντασ 








 uRFFKKM nor                                                                                       (ΙΙΙ.19) 
Αν ακροίςουμε τθ ροπι αυτι με τθν 
1
M  ( ), κα ζχουμε 
        112122111211 ˆˆ...~ 12  uRFFuRFFKMKMM nornortotal                        (ΙΙΙ.20) 
Απο τθν ανωτζρω ζκφραςθ, προκφπτει ότι αν ςτιγμιαία ςυμβεί να γίνει ίςθ θ 2
2
F προσ τθν 1
1
F , τότε ο ( ), 
μθ υποκείμενοσ πλζον ςτθν ροπι totalM , κα παφςει να κυλίεται, ςε αντίκεςθ προσ τον ( ) κα ςυνεχίςει 
τθν κίνθςι του με αποτζλεςμα τθν κατάρρευςθ του ςυςτιματοσ. 
Ζνα ςχόλιο πρζπει να γίνει εδϊ για το ζργο των δυνάμεων τριβισ (οι άλλεσ αντιδράςεισ προφανϊσ δεν 
παράγουν ζργο ωσ κάκετεσ προσ τισ διευκφνςεισ 1ˆu  και 
2ˆ
u ). Εκφράηοντασ το ζργο αυτό μζςω του 
χρονικοφ ολοκλθρϊματοσ τθσ ιςχφοσ, κα ζχουμε 
      dtvFuvuFdtvFFW isinoriiisiinoriis
Ii
i Ii
 ˆˆ                                                   (ΙΙΙ.21) 
i  1,2. Αμζςωσ φαίνεται από τθν ανωτζρω ότι θ κφλιςθ των κυλίνδρων με ολίςκθςθ, ζςτω μόνο του ενόσ, 
εκτελείται με απϊλεια μζρουσ τθσ μθχανικισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ, πράγμα που δεν ςυμβαίνει όταν 
αμφότεροι οι κφλινδροι κυλίονται χωρίσ να ολιςκαίνουν. Από αυτά ςυνάγουμε ότι θ κίνθςθ των 
κυλίνδρων χωρίσ ολίςκθςθ ςε απολφτωσ λείουσ δρόμουσ είναι αδφνατθ (Goodman & Warner, 1964). Αν 
ςυνζβαινε το αντίκετο, αν δθλαδι ιταν 0 is
i vF
i
 για μία τιμι τουλάχιςτον του δείκτθ i  1,2, τότε 
προφανϊσ το ςϊμα (ι τα ςϊματα αν αυτό ίςχυε και για τα δφο) κα ζπαυε να κινείται, με αποτζλεςμα τθν 
πτϊςθ του υπό τθν επίδραςθ του βάρουσ του. Θα κλείςουμε ςθμειϊνοντασ ότι το μζροσ τθσ ενζργειασ 
που χάνεται μετατρζπεται γενικά ςε κερμικι ενζργεια και ενζργεια παραμόρφωςθσ ςτισ περιοχζσ των 
ςθμείων  και . 
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